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Où ton donne des méthodes faciles pour comparer et 
évaluer ces transcendantes , qui comprennent les arcs 
d'ellipse , et qui se rencontrent fréquemment dans les 
applications du calcul intégral. 
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SUR 

LES TRANSCENDANTES 

ELLIPTIQUES. 
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Un grand nombre d'intégrales peuvent se déterminer par 
le seul secours des arcs de cercle et des logarithmes , qui 
6ont les plus simples des quantités transcendantes ; mais 
pour étendre les applications du calcul intégral, il faut 
nécessairement avoir recours à des transcendantes plus com»; 
posées. C’est en examinant avec soin la nature et les pro-, 
priétéa Je ces transcendantes , nn moins de rell< s dont 
l'usage est le plus fréquent , qu’on parviendra à simplifier 
considérablement les résuliats de la théorie, et à en rendre 
1’. sage commode pour la pratique. 

Les arcs d’ellipse sont , après les arcs de cercle et les 
logarithmes, une des transcendantes les plus simples, et 
dont on poûrroit faire en quelque sorje un nouvel instru- 
ment de calcul , si une fois on s'éloit familiarisé avec leurs 
propriétés, et que l’on eût des moyens faciles de les évaluer 
avec précision. G est sur quoi nous avons proposé quelques 
vues nouvelles dans les Mémoires de l'Académie des Sciences * 
de Paris, année 1786. 

Mais si les arcs d’ellipse ajoutent beaucoup aux moyens 
de l’analyse, sur-tout depuis qu’on a remarqué que les arcs 

A a 
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4 Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. 
d hyperbole £’cn déduisent. aisément 'ils sont cependant 
insuflisans pour résoudre des questions d’ailleurs pi u com- 
pliquées, telles que la surface du cône pb’iqne . le mouve- 
ment de rotation d’un forps qui n’est sollicité par aucune 
force accélératrice, elc. Ces questions, et* une infinité d'au- 
tres, dépendent en général de l’intégrale f dans la- 
quelle P est une fonction rationnelle de x , et R un radical 
de la forme \/(a 4- ôx-j-yx’-t-cx’-t-f a 4 ),a, 6, y, etc. , 
étant cnnstans. Or , en examinant avec attention la nature 
. de cette intégrale, on .trouve qh’elte offre trois espèces 
distinctes de transcendantes. La prçmîète et la seconde 
peuvent être exprimées par des arcs' d’ellipse 1 ; la troisième 
est plus composée : mais elle a tant d analogie avec les deux 
autres, qu’on peut les regarder toutes trois comme ne for- 
mant fju un même ordre de transcendantes , le premier après 
les arcs de cercle et les logarithmes. 

Les deux premières espèces auraient pu se confondre en 
une seule , puisqu'elles sont exprimables par des arcs d’el- 
lipse ; cependant nous avons cru devoir les distinguer, 
attendu que* ce que nous appelions la première espèce peut 
biei/i, se détemnnfr .par la bi to mJo, jmai aoiUi* nuy la s ecoqd o 
par la première ; a ou iT’pîfoît que la première espèce, 
considérée analytiquement, est plus simple que l’autre, et 
qu’ainsi les arcs d’ellipse ne sont pas la transcendante la plus 
simple qu’on rencontre après les arcs de cercle et les loga- 
rithmes. Au reste , les rapports sont tels entre les trois sortes 
de transcendantes dont il s'agit , que nous avons cru devoir 
leur donner la dénoftiination commune de Transcendantes 
elliptiques. 

Nous nous proposons dans ce Mémoire de développer 
la nature et les propriétés de cet ordre de transcendantes ,• 
de manière à en rendre l'usage facile dans les application! 
du calcul intégral. Plusieurs des méthodes et des résultats 
que nous allons exposer , sont déjà connus des géomètres : 
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Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. 5 
nous avons réuni sous un même point do vue tout ce qui 
a été puMié jusqu à prési nt sur cette théorie; mais nous 
avons tâclié en même temps d'y ajouter de nouveaux degrés 
de perfection. 

• Idée générale des différentes sortes de transcendantes 
. contenues dans la formule intégrale f -jJ— . 

(i)Nons représentons par P une fonction rationnelle quel- 
conque dex, et par H le radical \/( a-+-ùx-+-xx'H~tx i -*-tx i ) : 
ce radical restant le même, on peut donner une infinité do 
valeurs à P; mais il n'en résulte pas pour cela une infinité 
de transcendantes de nature différente. On peut toujours 
par des intégrations partielles , réduire l’intégrale f^— 
à une partie; algébrique , plus un certain nombre de trans- 
cendantes, qui sont toujours de la même forme et de la même 
nature. C'est ce qu'il s’agit de développer. 

Supposons d'abord que’Psoit une fonction entière de x, 
ensorte qu'on ait P = A+ Br + Cx’-t-. . .+ K x*. S| 
on rcpuaento , poux amégei , l'intégrale y* ~~ ît ' * pur II”, il 
est clair qu'on aura 

/^=Air + Bir-»-cir-t-. ..+Kn‘; 

or , en différentiant la quantité x m -Î R , et revenant de la 
différentielle à 1 intégrale , on trouve cette formule : 

x m ~ i R=(m — 3)aII m "" 4 -t-Cm — — 2 ) y 11®"* 
-4- (m — 4) é n- “'-+-(»» — 1 ) e II” ; 

d'où il suit que Iï” , II m- * , etc. peuvent s'abaisser succès* 



6 Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. 
sivement à des degrés inférieurs , et qu’on peut continuer 
la réduction jusqu'à ce qu'on n’ait que des quantités au- 
dessous de II 3 ; car la réduction de II 5 est encore possible, 
parce que dans le cas de m = 3 , le terme qui sembleroit 
devoir contenir II - ’ s'évanouit. Donc P étant une fonction 
entière do x , l'intégrale f pourra toujours se réduire h 

une quantité algébrique , plus une transcendante qui sera 
constamment de la forme 

/(A + B.t-+-Cæ’)^. 

(?.). Considérons maintenant la formule dans toute sa 
généralité , et soit P une fonction ralionelle quelconque de x : 
on fera comme s'il étoit question d'intégrer la fraction ra- 
tionelle Vdx ; on extraira d abord la partie entière qui 
peut y être contenue., et cette partie sera traitée comme il 
vient détre dit. On décomposera ensuite le reste en plusieurs 
fractions partielles , selon le nombre des facteurs du déno- 
minateur ; de-la résulteront autant de termes dans l'intégrale 
totale, et chacun de ces termes pourra être repré sent é par 
l'cxpreSsion générale N f ( , + * ~ i, H - Or, il est facile de ré- 
duire tous les termes de cette espèce à des termes sembla- 
bles , où h = 1 , c'est ce que nous allons prouver dans un 
instant. Observons auparavant que si le dénominateur, au 
lieu d'être complexe , étoit simplement x k , 1 intégrale 
f , et toutes les semblables où k > t , pourraient se déter-; 

miner parle moyen de l'intégrale -t-B-f-Car-t-Dx’) 
il subirait pour cela de donner k rn—r 4 des valeurs néga- 
tives dans la formule de l’article 1 . 

Revenons au terme général y— ** que nous appel- 
lerons C*. Si on fait î -t- n x = o , et qu’on prenne le» 
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! 'Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. 7 
•oèfficiens a' , 6' , etc. , de manière qu oa ait l'équation 
identique 

= a' -+- 6' o -4- y o’-f- <î' o 3 ■+• t' o 4 , 

on trouvera par la différentiation de la quantité o — * + * R , 
cette formule générale : 

— =(A— i)aT*4-(*- 1) 6T*-> -HA— 2 )v' 

-Ht*— £) J* r*-ï-t-(A— 3)t' r*-4. 

D’où il suit que les quantités P , T 3 , etc. , peuvent se déter* 
miner au moyen de T‘ , F’, F - ', T - *; or, F= f-g-, 

r~'= /(i + /ir)p r-*= /(1 -f -nxy^. Doncengéné- 

J jg 

ral la formule f r~ et toutes les formules semblables 

dans lesquelles A est plus grand que l’unité, se réduiront 
toujours k uue partie algébrique , plus une intégrale de la 
forme 

(3). Nous conclurons de-là que , quelle que soit la fonc- 
tion rationelle de x représentée par P , l'intégrale 
sera toujours décomposable en trois parties princi- 
pales ; la première algébrique , la seconde de la forme 
/(A + Bi -t- Cx 3 ) ^ , et la troisième renfermant un ou 

plusieurs termes de la forme N f - + , où le coeffi- 

cient n peut être réel ou imaginaire. 

On voit par cette analyse que le nombre des transcen- 
dantes comprises daos la formule / -j(- est très z limité. Il 



Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. 
n’en existe que de deux espèces principales , l'une de la 
forme f{ A -H Bi+ CxDqp» l’autre de la forme f ( ■ . 

J’observe même que tant que n est réel , cette seconde espèce 
f st comprise dans la première, et s’y ramène immédiatement, 

en faisant 1 -t- « x = . 

* 

Ces réductions générales une fois apperçues, nous allons 
suivre une autre route pour parvenir à une connoissancç 
plus précise des mêmes transcendantes. 

Manière de faire disparoître les puissances impaires 

de la variable sous le radical. 

• 

(4). Le radical étant toujours v/(a-t-6x-t-yx a -t-dx •+- ex 4 ), 
supposons que la quantité sous le signe soit décomposée 
en deux facteurs réels t -H 2 n x 0 x , X -+- z px-4 - vï* 1 
Ces facteurs doivent être de même signe pour que le raj 
dical soit réel , ainsi on peut supposer 

X -+- 2T)X-+-0x J = (X -+- 
De là on tire , 

X I — >jr- 

* 

Et si on appelle , pour abréger , Y le radical de cette ex- 
pression , on aura = ÂJL, La valeur de x étant substi- 
tuée dans P , on voit que la différentielle — ou se 
décomposera toujours en deux parties, l’une rationnelle et 
intégrable par les règles ordinaires , l’autre affectée du 
radical Y, mais telle qu’il n’y aura que des puissances 
paires d ty sous le radical et hors du radical. Ainsi l’inté-; 

gration de la formule — se réduit toujours à celle d’une 

formul 
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Mémoire sur les 7 ranscendantes elliptiques. 9 
formule de la miîme nature, dans laquelle P et II ne con- 
tiennent que des puissances paires d& x. 

(6). Cette méthode est générale ; cependant, comme la 
valeur de x, qui doit être substituée dans P, est un peu 
compliquée, il 11e sera pas inutile défaire voir qu'on pei.t 
parvenir au même but par une substitution beaucoup plus 
simple, qui consistée faire x , p et q étant deux 

constantes indéterminées. 

Reprenons les facteurs Ç-t- 2 nx 0 x' , X -+- 2 u x -+- va*, 

et substituons dans chacun d’eux la valeur dex, on pourra 
faire abstraction du dénominateur commun qui sort du radi- 
cal , et pour (jue les puissances impaires dey disparoisscut 
dans les numérateurs , il faudra qu'on ait 

î -+- n (p H- q) -f- 0 pq = o, 
X-+-p(p-f-y)-t-vpÿ = 0. 

Ces deux équations donneront des valeurs rationnelles de 
p -+- q et pq-, mais pour que p et q soient réels , il faut 
encore que (p-t-ÿ)’ — t^pq , ou (p — <7)’ soit positif. Or, 
on peut distinguer deux cas ; 

i°. Si la quantité a -4- 6 x ■+- y x 1 -+- , etc. n’a pas tous 
ses facteurs réels, on pourra supposer que A -i-apx -4- vx* 
en contient deux imaginaires , et qu’on a en conséquence 
Av > p’. Mais la seconde des équations en p et q donne 

-*)■ i 

donc dans ce premier cas le second membre est positif, et 
les valeurs de p et q seront réelles. 

a°. Si la quantité a 6 x , etc. a tous Ses facteurs 
réels , et qu’en U décomposant en deux facteurs du second 
degré , comme on vient de faire , il n'en résulte pas des valeur» 

B 



io Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. 
réelles p ( our p et q , alors on o' s rvera qu’il y a deux autres 
manières de décomposer la quantité du quatrième degré en 
deux facteurs du second , et on peut être assuré quf* ces 
deux nouvelles combinaisons donneront des valeurs réelles 
pour p et q. En voici la démonstration. 

Soient a , b , c , 4 l p s quatre valeurs de x qu’on a en 
faisant R = o , les équations qui déterminent p et q pourront 
s'écrire ainsi : 

o. , 

o. 



( P — 9 \* m — r » a — à. b — r. b — è 

% / (a + b — c — J y 

Or , on est maître de rendre positif le numérateur de cette 
dernière quantité; car supposons que a, b,c,d soient écrites 
dans l orUc» li a lmm g c e m glamL-yi»<*- n ii fl «*lM<>*^-aaant-- J près les 
positives , alors les différences a — b , a — c , etc. seront 
toutes positives, et p — q sera réel. On aura encore /» — q 
réel, si on prend pour a et b les extrêmes en grandeur des 
racines a, b ,c ,d. Enfin , la troisième combinaison donne- 
roit p — q imaginaire. 

Donc par la substitution de x — il est toujours pos- 

sible de faire disparoitre les puissances impaires de lu variable 
sous le radical , et en même temps on obtient ce nouvel 
avantage , que les deux facteurs , Sous le nouveau radical , 
seront réels et de la forme / -+- g y 1 , ce qui est un point 
essentiel, et qu'on n’obtiendroit pas toujours par la première 
méthode. 



a b — -t- b) (p + q) -+- pq 

cd — ÿ(c -+- d) (p ■+■ q) -4- pq 



Il en résulte 



p ■+• q — 



mb — cd 
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Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. 1 1 
TTemarquons qu'il y a deux cas particuliers à examiner. 
i°. Lorsque l'une des racines a et b est égale à 1 une des 
racines ce t d. 

2 °. Lorsqu'on a a b = c d. Dans le premier cas 
le radical H se simplifieroit, et l'intégrale ne dépendroit plus 
que des arcs -de- cercle et (les logarithmes. Quant nu second 
cas , il suflit d'une simple permutation pour cesser d avoir 
a -t- b = c -t- d \ mais on peut aussi profiter de cette cir- 
constance pour faciliter la transformation. En effet , les 
deux facteurs de la quantité sous le radical étant alors de 
la forme , \ -+- v (x 1 -H a mx ) , X. © <**-+- a m x) . il est clair 
que si on fait x -H m = y , les puissances impaires de la 
variable disparoitront. 

Réduction de la différentielle — à la forme 

(6) Puisque par une première préparation on peut faire 
ensorte qu'il n'y ait pas de puissances impaires de la variable 
sous le radical , nous ferons désormai«R=\/ (a-t-ôx'-t-yx 4 ). 
lions supposerons aussi que P est une fonction paire de x , 
car quelle que soit la fonction rationelle P , on peut tou- 
jours faire P = M -t- N a: , M et N étant des fonctions 

paires de x : or , la partie - se ramène aux règles ordi- 
naires , en faisant x* = y ; ainsi toute la difficulté se réduit 
h intégrer la formule , dans laquelle M est une fonc- 
tion paire de x. . , 

Cela posé , nous allons prouver par l’énumération des 

différens cas , que la différentielle ^ peui t njours se ra- 
mener à la forme > c ét&at P lus <î ue l ' u ' 

nité. v 

Premier cas. Supposons les facteurs de a -4- 6 x* -t-yar 
imaginaires , et représentons cettequantitépar X 1 -»- aXpx’cos.ft 
-t- js’x 4 , Xet p étant positifs* et cos. 0 pouvant être positif 

■ B 2 



12 Mémoire sur les Transcendantes elliptiques 
ou négatif. On fera x = \/ ( ~ ). tang. | , et prenant 

c = sin. 7 0 , on aura la transformée 



d s 

TT 



. 1 

» y A/* v' C » — c* »in.* <p ) 



) 

Second cas. Soi t a -t- 6x’ -f- y x* = m* ( î -f- p'x') (î — q'x')\ 
la limite de x étant ~ , on fera x = — cos. * et —2— = c\ 

ÿ 9 T P -4*9 * 

ce qui donnera 



d x ___ e — d$ 

K mp' v/( » — c* *in.* $)* 



Si on vouloit que la transformée fit positive, il faudroit 
faire cot. <J> = \/ ( î — c 3 ). tang. ce qui donne directe- 
ment x' == ^*” e * , et la transformée seroit 

d X d'k 

1\ mp* y/(i — 

Troisième cas. Soit a -+- 6x* -(- yx 4 = (x? — a*), 

on fera x — ^ , 7-3— = c > } et 0 n aura 

ds C d Q 

K ^ /» * y/(» — 

Qualrièmecas. Soita-t-6x J -t-Y^= m'(\ •J ! -p‘x‘) ( i -+-q'x'), 
m on supposera p > q , et faisant x = — , r‘_—r ~ ^ oa 

aura , . . 

d x i d Q 

K mp y/ {x 

. ‘ 'l, 

Cinquième cas. Soit a-h6x’-+-yx*=tn‘(i—p , x')(i—fx t ), 

on supposera p > q , et faisant pxz= sin. $ , £ = c, la trans- 
formée sera . 

•> Z- j $ 

K m p y/(l — c'UB ■'$)’ • 
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Mémoire sur les Transcendantes elliptiques, i Z 
Cette formule servira depuis x = o jusqu le 

radical R seroit imaginaire depuis x = — jusqu à x — 
mais il redevient réel depuis x jusqu àx = oo. Dans 
ce dernier cas, il faut écrireR 1 = m'ip'x 1 — 0 » 

et faisant qx— - 4 — , ±- — c , la transformée sera 

• Si on veut qu’elle soit positive , il faudra , 

comme ci-dessus , faire cot. = — fil ). long. 4 ', ce 

qui donne directement x? = y . éoî.'V^ ’ et trans ^ ornu -‘ e 
sera 

d x i d 

H~ m p ' ^ ( l — c* »ia.' y-)* 

r 

form'de abs lument semblable à la première ; d où il suit 

que l’intégrale dei^ pour le cas de x > ÿ se déduira tou- 

, » 

jours de la même intégrale, prise en supposant x <. 

Sixième cas. Enfin, soit a-+-6x , -f-ya: 4 =;rt 1 (x I — <f) ( p 1 **)> 
alors x doit être compris entre p et q. Soit p , et soit 

fait x — ^ , on aura d’abord ^ 

Dans cette formule l’angle ^ a une limite ; pour en intro- 
duire un indéfini , soit sin. 4' = c sin. «J, et c’ == p f . 9 , 
on aura la transformée ... 

d x ^ » d $ 

1T OT/>* v/ < > — «* *»• f) 9 | . * .» i. 

à laquelle on seroit parvenu directement en faisant 

• ... 

x* = ?’ — . 

** ■ C* MO. •<? ~ r: . 

(7) On peut remarquer maintenant , qu’abstraction faite 
du premier cas , les valeurs derjr’ , qui opèrent la réduction 
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1 4 Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. 

cherchée, sont toujours de la forme ( A ; ou les coéffi- 

ciens sont eônstans. Il ne s’agit plus que de substituer cette 
valeur de x' dans P, et la formule sera transformée 

en une antre f ^ ms laquelle c sera plus petit 

que l’unité , et Q sera une fonction rationelle paire de sin.ô , 
laquelle contiendra sin. $ au même degré que P contient x. 

Nous faisons abstraction du premier cas, parce que la 
la forme de la valeur de x est un peu dilfi Vente, et que d'ailleurs 
en suivant la méthode de l'aiticle 5 , on évite ce cas puisqu’on 
tombe toujours surdos facteurs réels. Mais nous reviendrons 
dans un autre article sur le cas des facteurs imaginaires. 

Développement de la formule / 

( S ). Nous représenterons dorénavant le radical 
y/(i — c*sin.*<J>) par A, et aussi par A(<£) et A:(c, $), 
lorsqu'on le regardera comme fonction de Q , on comme 
fonction de c et <|>. 

Considérons d’abord le cas où Q seroit une fonction 
entière , et ao*t-q*='A*t U «tri q» T _ Cslnr*vp^t-^tc. ; ni on 

représente pour abréger l'intégrale f par Z**, on 

aura 

/-2£- = A Z° + B Z»-+- CZt -+- etc. 

Mais en différentiant la quantité A cos. <J> sin. on 

trouve aisément la formule. 

A cos. $ sin.»* — 5 <£ = (a * — 3) Z**~ 4 — ( H-c») X. 
(zk — 2 )Z»*-»-t-c»(aA — i)Z’*; 

t 

D’où il suit que Z*, Z s , etc. peuvent s’exprimer au moyen 
de Z° et Z* , ot qu’ainsi dans le cas où Q est une fonction 
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Mémoire sur les T ranscendantes elliptiques. i5 
entière, l'intégrale y est égale à une quantité algé- 
, brique, plus une intégrale de la forme y( A-t-B sin.*<J>) 

(9). Soit maintenant Q une fonction quelconque ratio- 
nelle de sin. a <£; après avoir extrait la partie entière, et 
l’avoir traitée comme il vient d être dit , le développement 
de la partie fractionnaire pourra toujours se faire de 
manière que chaque fraction partielle soit de la forme 
— 7-, n et N étant des coèfüciens co ns tans réels 

( 1 -4> n »in.* q> y 

on im ginaires. 11 s'agira donc de réduire la formule 
y il — , et toutes les semblables aux formules les 

( 1 -f- « tin.* <py A 

plus simples de la même esp'ce. Or, si on fait pour un 
moment siu. <1 =x , cette formule deviendra 



J (!+«»*)* Vt> — <!-+•*) 

Considérons, pour plus de généralité , la formule 

n * ... . 

dans laquelle R repra*»nte le radical i/la-t-êr 1 -4- ya.-'), 
on trouvera , toujours par la différentiation , 

' - . * • ». 

De là il résulte que le terme II* et tous les semblables oà 
A est plus grand que l’unité , peuvent s exprimer en p;irtie 
algébriquement , en partie par les quantités ü 1 , ü", II — l , 
qui sont les plus simples de leur espèce- On peut même 
observer que si 1 -t- nar* étoit diviseur de la quantité sous 
le radical, auquel cas on aurait a — — = 0 , alors la 



Mémo ira sur les T ranscendantes elliptiques. 1 7 
brique; 2 0 . uni! intégrai.' 'de la /onne /(A-t-ii sin.’ô) ^ . 
3 °. une ou plusieurs parties de la forme r — d Jt 

1 J 1 -f- n «11. 1 j ’ 

dans chacune desquelles lc-8 coefticiens N et n auront des 
valeurs quelconques , réelles bu imaginaires! 

Définition des transcendantes elliptiques , et leur division 
en trois espèces. 

• • , - J 

(1 ]). Puisque les transcendantes que nous avons considérées 
se réduisent toujours 'a Ces deux formes f{ A -+- 13 siiry ) ~ , 

f —+jr L> 9 Y& ' il est clair ( l a ' ell( “ 5 sont comprises dans ta 
formule générale 

jj _____ g * A -f- P itn,* d ç> 

J » -f- ,4 **«•' $ " A 

x . - » ; • a 1 

Nous appellerons désormais, fonctions ou transcendantes 
elliptiques , les intégrales comprises dans cette formule. I.a 
transcendante 11 sera supposée s évanouir ou commencer 
lorsque ([>=*> : son é rem ! ne sera déterminée par In variable é> , 
qu'on appellera ' l'amplitude \ la constante c, toujours plus 
petite que l'unité , s'appellera le module ; enfin v/( 1 — c 
que nous désignerons consi ammérit par b , pourra s'appeler 
le complément du module. 

La quantité II , lorsqu'on Sie considère que la variabilité 
de <|> , peut se désigner par H (Ç); si on considère à la fois 
la variation du module et de l’amplitude, on peur la Repré- 
senter par Il(c, <J> ) , et ainsi de suite, si 011 vouloit avoir 
égard à l’inégalité des coëliiciens. - \ r 

(12). J1 sullit de connoitre toutes les valeurs de H, depuis 
^ = o jusqu'à 4 > = 90° — ■j- 1 et on connoiira facilement 

la valeur do celte transcendante pour uuç amplitude quel- 

C 
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1 8 Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. 
conque. En effet , soit <J> = i s±a , i étant un entier et a 
un arc plus petit que *- , alors on aura 

H ($) = ai H<i)±H(a). 

II en est à cet. égard de la fonction TI comme des arcs d'el-] 
lipse, et en général des arcs de toutes 1rs courbes ovales 
composé» s de quatre parties égales et seuil labiés: un arc, 
quelque grand qu’il soit et renfermant , si l'on veut, plu- 
sieurs circonférences , s exprime toujours sans difficulté par 
le quart de la courbe et une portion de ce quart. La fonction 
déterminée est en quelque s -rte T uni té des fonctions 

II : nous la désignerons par Ht. 

Il ne parolt pas que la fonction II prise dans toute* sa gé- 
néralité, puisse se réduire à dis .iris d’ellipse; ci la n'a lieu 
que lorsque n = o, ou lorsque quelque su! stitutiou peut 
faire disparoitre le dénominateur 1 -4 -n sin.* <J> , ce que nous 
ne croyons pas possible en général. Ainsi la dénomination de 
fonction elliptique est impropre à quelques égards ; nous 
l’adoptons néanmoins à cause de la grande analogie qu'on 
trouvera entre trS prôpflCrés de cette lonctton ercéllës des 
arcs d'ellipse. 

(i3). Lorsque n — o , ou lorsqu’une substitution conve- 
nable peut faire disparoitre le dénominateur i -t- n sin.* ô, 
alors la fonction H se simplifie considérablement. 11 conv ient 
donc de la désigner par une autre initiale G : ainsi nous 
ferons désormais 

rv ___ e ( A *+* ® lin.* Ç ) dtp 

^ J Vo— «*• io7?r # 

La fonction G , comme nous le démontrerons ci-dessous, 
s'exprime toujours facilement par deux arcs d ellipse , et 
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Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. 1 9 
quant aux arcs d'ellipse eux mêmes, ils sont représentés par 
la formule ^ 

E = f d$\/ ( 1 — c* sin. 1 <J> ) , 

sur quoi voyez les Mémoires de V Académie , année 1786. 

Enfin, eu égard à la simplicité analytique, la formule 
f est extrêmement remarquable ,'>t il est néces- 

saire de la désigner par un caractère particulier, ainsi nous 
ferons 

F = f 

cette fonction F peut , à plus forte raison , s'exprimer par 
deux arcs d'ellipse ; mais elle peut aussi s'exprimer par l’arc 
E , et sa différence partielle relative au module c ; car il est 
visible qu'on a 




Cette expression sçroit même, à notre avis, la plus com- 
mode pour le calcul numérique des intégrales, si on avoit 
des tables d'arcs d ellipse, et qu'à côté de chaque arc on y 
ajoutât la valeur du eoëflicient 

Quoi qu’il en soit , la quantité F peut bien s’exprimer 
par E, mais non pas Epar F, et encore moins G par F; 
et c’est, ce me semble, une preuve certaine que la fonc- 
tion F, considérée analytiquement, est moins composée 
que les arcs d ellipse. Si on soumettoit à la même épreuve 
les arcs d’hyperbole , on tronveroit qu'ils sont absolument 
de la même nature qu<» les arcs d'ellipse ; car de même qu'un 
arc d hyperbole peut s'exprimer par deux arcs d ellipse, de 
même un arc d'ellipse peut s'exprimer par deux arcs d'hy- 
perbole. C’est ce qui deviendra évident par les valeurs que 

C a 
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50 Mémoires sur les Transcendantes elliptiques. 

Tous donnerons ti-upr-'-s Je vos arcs, et qui d'uiilcur 6 so 
trouvent dans les lires cités de 
(*•!)• li y a domvTtois is pin s disllneics de fonctions ou 
transcendantes . llqftupn-s. La première et la plus simple est 
représentée par in formule 



p- • r d 0 ' l 

— / Â » 

ta seconde est représentée par la formule 

G = /(A -f- B sin.*<f>) 

Celle-ci reii ferme comme cas pa, tiruîi r, l'arc d'ellipse F as 
/à^.ctl'iuc J'hypt rboii Y=réklang.' ô — f(\ — -• 

.Enfin l.i troisième et iaplus composée est représentée par la 
formule 



‘ H-/ 



A -f - B 

** 4 - n six- * <p * 



d $ 
~A‘ 



Dans cotte, dernière les cotdïk.iens A, E ,n pourront être 
imaginaires; mais- alors la’ formule f J St roi t accompagnée 
tl une i o n 1 1 . . — «**- « 1 1 iiirrî U'- j— «fur nVn 1 iliflVi i iuii ipii'-par le 
signe de \/' — t , et ia somme des deux donnera toujours 
un résultat réel. • '• ■ ’ 

On ponrruit aussi, pour. éviter ics imaginairêa regarder 
comme une espèce particulière de fonctions elliptiques; la * 
formule .. , 

y r * 4- t» Mo. * H 1 ' «in * » d p . 

î-MI'.Hj:- * 4+'i«co». «iis ;- p + r‘iii .1 f ■ ; 4 *• , 

i . ! f 

omis nous ne jugeons pas n ’cessaire d admettre cette. qnad 
trième espace de trausceudantes, et nous nous en tenons 
aux tiois autres, fondes sur ce que les calculs par, lesquels 

ou determiuc la v aieur de ü sont les taures , jSuil, que n soit 

L J 



4f 



Digitized by Google 







Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. ?. i 

pA 1 , soit <|ti'il s il imaginaire. C,- oui lions puroît souUrnrnt 
in s.i, r ,i .oie , c est <ni ,j le iriodul' 1 c soit réel , a n i que* 
1 JUlni'lndo «J* , et qu'eu mémo toUl i S V soit plus petit ([UC 

1 Ulliléi 

Comparaison des ft, actions elliptiques de la prenilctv espèce. 

Tous 1rs géomètres commissent ! intégrale complète 
nlgi brique rpi’iùidera donnée de 1 .:qu.«i.ioti, 

_______ J_ t i y 

V £ « -e « j: -t- y x ■+ Ji-t-tï* ) 'y/ ■ » -e « y -h v7‘ + i y -4-i y ) ^ ' 

c^tte in’ii’a-a],. s, r.i d'un grand usage dans nos recherches. 
Et d'abord , en vertu des translbi mations’ précédentes, cette 
éq un: ion peut, sans perdre de si généralité , être mise sous 
la forme 

t • rfy'' __ Q . 

}/ ( 1 — C‘ »ia. J Ç) ÿ ( i — c* «u.‘ îjr) J 

son intégrale est alors 1 ($)-+- F ('**•') — consi . Mais la mémo 
intég.ale trouvée par la méthode d Euler, et réduite à la 
forme la plus simple, est 

cos.Çcos.xJr — sin. <J»s!n'.4' \/( i — c’s'n.’p) = cos. p... (a 1 ). 

Durs relle-cî p est la constante arbitraire , et on voit qu'en 
faisant ^ = o ou a i|i s= p , donc la première devient 

F($)-t-F(4)=F (p): 

Doue, ioutrS les fois qu'entre les angles $ , 4’, pi H y aura 
la relut on déterminée par J’équaiion (a 1 ), la F (p) sera 
égale •• la somme d. s deux F ($), K( v|M. Nous abandonnerons 
jyi la considération de l'équation ditierentielle , pour exami- 
n« r les conséquences que ce résultat présente par rapport aux 
foûcûouseihpuqucs delà première espèce. 
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22 Mémoire sur les Transcendantes elliptiques . 

( 16). Etant donnas deux fonctions elliptiques à volonté 
F (4) , F.( 4 ), on peut trouver une troisième fonction F(p) 
égale à leur somme; il faut pour cela tirer la valeur de p de 
l'équation (a'). Or en représentant toujours v/(i — e J siu. J 4 ) 
par A ou Aè 4 ), et le radical semblable en 4 par A ( 4 )» 
on trouve 

co». <p foi. sJ/ — A ($) Af 4") 0 «• 'J' 

COS» ~ i — c* *111.* <p »«n.* * 

\ 

^ A ( 4 ») «n. 0 rns. 4 + A f 0) «in. 4 co«. <p 

Slll. [X | — c* siu.* ÿ sin.* 4 9 

a/ u \ A(0)A(4) — r*»in. fl «in. ^/c m. co«. 4/ 

' l — t* sia.* <p lit !. 1 4 • 

f A( 4)™"6- 4 

ian 0 . » — a($)A(4) i*“>*- pi*«6- 4 • 

Remarquons à l’égard de cette dernière formule que si 
on preuoit les angles 4' et 4' , tels que 

tang. 4 ' = A(4)tang. 4 , tang. 4' = M 4 ) tan f>- ^ * 

il en résulterait 

pSrf'-F'FT 

ce qui est un moyen de calculer aisément l’angle y par les 
tables des sinus , lorsqu'on connoîtra 4 et 4 - Mais d’abord 
il faut calculer A (4) et A ( 4 ): pour cela prenez les angles 
a et 6 tels que sin. a —c sin. 4 et sin. 6=csin. 4» vous 
aurez A( 4 ) = cos. a, et A( 4 ) = cos. 6. 

Ces formules feront doue connoitre l'amplitude p de la 
fonction elliptique , somme des deux fonctions dont 4 et 
4 sont les amplitudes. O11 peut déduire de-là l’amplitude 
de la fonction différence de deux autres fonctions ; soit 

F(4) — F( 4 )e=F(p)î 
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Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. z5 

et l'amplitude p de la fonction différence se déterminera, 
par celle qu'oa voudra des formules suivantes : 

r<w. rn<. ^ -4- A ( t ) A ( 4 ) «in Q « to. 4 

i — c* •in.* $ lin.* 4* 9 

a ( 4" ) , ' n * ro, ‘ 4 1 — a f *î«. 4 r ° 9 - Q 

» — t* «tu.* ^ lia. 1 4 * 

A ( ^ ) A ( 4 )-4- *>n. Ç sia 4 ro ** Q ro »- 4 

i — c" «in.* $ ««.* 4 * 

. A(40 1;1 " S- ^ — A(*ft)tang . (9) 

tan o - r* ' 

Dans cette dernière , si on fait tang. 9' = A (vj') tang. ô et 
tang. \[é = A ( 9) tang. 9 , on aura p = 6' — v/. Ces for- 
mules , pour la différence , Se déduiioient dis formules 
pour la somme, eu changeant simplement dans celles ci lé 
signe de 4 ') et conservant A (\|f) positive. Il est inutile d'ailleurs 
de faire observer l analogie qui régné entre les valeurs de 
cos p, sin. p et celles décos. ( $:±: vir),]sin. ( 9 et 9 ) ; elles 
coïncideroieut entièrement si on avoit c — o. 

(17). Puis(|ue nous coimoissons algébriquement l’ampli- 
tude de la fonction égale à la somme ou à la différence de 
deux fonctions donné* s, il est clair qu'on |>eut trouveralgé- 
briquenient une fonction elliptique multiple d'une fouctiou 
donnée , et qu'en général on peut résoudre sur la multiplica- 
tion et division des fonctions elliptiques delà première espè- 
ce, les mêmes problèmes qu'on résout sur la multiplication 
et division des arcs de cercle. Désignons par < pri l'amplitude 
de la fonction qui contient n fois la fonction dont l'amplitude 
est $ , ensorte qu'on ait F ( à n ) = n F (9) ; il s agiroit d’avoir 
l'expression générale de sin. ou cos. 9 n , par le moyen de 
5111. et COS. é>. Voici quelques recherches à ce sujet. 

Les cas extrêmes n'ont aucune difficulté. Si on a c = o , 
alors 9 n ss nQ , et on a la relation connue cos. 9« -t- 
siu. 9 n y/ — i =( cos. ç-t-siu. 9 \/ — 1 )". Siouac= 1 , 



cos. p = 
sin. p = 




~4 Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. 

Alors la F ( o) devient/^ , ou 7 log. ( ) , do sorte 

qtjf- pour la multiplication des fonctions , on aura cette 
relation très-simple Y\Ladiffi.ulté 

est de trouver 1 expression générale de fin . <[1 n lorsque c a 
une valeur quelconque entre o et 1. 

Considérons d abord le cas le pl us simple > qui est o lui de 
la duplication ; alors on a 



cos. ç 2 = 
sin. <J> 2 = 



1 — a «i n.’ip-c c’ «in * <p 
I — c' sis*.- <p 
1 à( £ d frin. $ ro%. <p 

1 C 9 



tang. 7 $ 2 = A ( ÿ). tang. 

La dernière de ces formules parolt commode pour les calculs 
trigonométriques ; car si on prend successivement les an- 
gles, a, a.2 , «4 > tels qu’011 ait : 



sin. a = c sin. <{> , sin. «2 = c sin. $2 , sin. a4 = c sin. $ /, , etc.i 
il en résultera 

tang.-j ^2=r05.-arrSngT$, mng.ftj>Ç='cosr«t?.rang. Ç2, ctc.i 

de sorte que la fonction F sera multipliée par 2 , 4 > 8 < 16 , etc. 
. Si on veut, la diviser par les mêmes nombres, nous appel- 
lerons par analogie q»7 l'amplitude de la fonction qui est 
moitié de F, et l’inverse des formules précédentes donnera 

‘ î 

sin. ^7=, x/ç^y . 

qos. a, on 



Si 



Soit encore sin. n = c sin. , ce qui donne A = 

aura eu termes fort simples 

•in. •' p w 
coi. 1 «4 9 



sin. 7 = 
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Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. 2$ 

Si on fait de même sin. ct7=csin. $7, on aura 

sin. ô 7 = , 

» • COJ. j a ; ' 



U > 1 - V I* 1 . 



et ainsi de suite. . ,, 

(18). Venons à la multiplication et division par un nombre 
quelconque. Pour cela considérons les trois amplitudes con- 
sécutives n — 1 , n , n -+- 1 , qui , Suivant l'indication f . 
répondent aux fonctions (/» — 1) F, «F, (/t-i- i)F. Les 
formules pour la somme et la différence de deux fonctions, 
s’appliqueront aux équations F(6/t-t-i)=F (<!>«) -t- F ( <J> ) , 
F(Q n — 1 ) = F (<£>«) — F (<£), et il en résultera 



• . , _• « " s A cm. A sin. A n 

sin. ô n 1 - 4 - sin. <?> n — 1 = . . t 

^ ‘ 1 — c‘ «n. <p lin. f n 

COS. $ «-+-1+-COS. ç n — 1 =? 7 



Ces formules où A et Ç restent constamment les mêmes , tandis 
que n varie, paraissent aussi commodes qu’il est possible , 
pour en tirer les valeurs successives de sin. <J> 2 , sin. <{> 3 , 
Cos. <{> 2, cos. «f> 3 . etc 1 . Ainsi , ed faisant pour abrège» 
2 A cos. $ —p, 1 — c 1 «in\ 4 <J> , c*si û. 4 f == 1 — y *=tr* 

on trouvera * M • 1 ; ■= . 

' ‘ \ " ' •••!.» ■ j ...! ; •. 

• ! sin. <|> 2 = £- ain. ^ ;*l*u q; • 



. . . 'tll 



»m. $ 5 



i.l » » M 

P: 

X. 



’ ' sin. ç 4 = * r .p q sin. ,< x 

• ri* * y r • » »- - • ô l. il, 

■ . •’ ' • 

sin. $ 5 



<t — -nOriy‘ — v 

— irpi' + r(r 4* *)p'<f—r />‘ 8 D, *l 



etc. 



»!« 
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26 Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. 

Mais ces expressions étant entièrement développées , de- 
viennent fort composées , et leur loi est très-diflicile à 
appercevoir. 

Lorsqu'il s’agira de calculer trigonométriquemet On par lé 
moyr n de <J> , on y parviendra aisément de cette manière. Les 
deux formules ci-dessus donnent par la division 

.in.^rTT+.in.ç— A . W| 

, co* Ç n i -f- co», <p n — i 

L • T " * ' » . t , . • ! • , 

ce-qui se' réduit à cette formule très-simple 

,( ’ I i > ) I ■ >‘ 

tang. (t<?» i -t- 7 $ n — i) = A tang. $ n; 
d’où I on tire successivement 

• . i i Y .*** " • • * 

tang. ÿ $ 2 = A tang. <J>. 

tang.fr 3 4 - 7"$) = À fartg. 2. 

tang.fr 4 *+■ v $a)=p A tang. <{> 3, 

« ' •> , :, etc. •••» « * » !f«. 1 

• ••!>' .•’>•. • •• 

Or A étant toujours le même dans ces formules , on ne peut 
rien désirer Je plus simple pour calculer tes valeurs sttcces- 
sivesdè £2, $ 5 , elc. par le moyen de <J>. On poiuroit aussi 
procéder par de plus grands intervalles au calcul de 0 m , 
m étant aussi grand qu'on voudra ; car ou a semblablement 

tang. ( 7 $ «H-ï -+- H » — L^ = At tang.<^/z, 

î . ' i ^ 1 ' ' 

A i étant le A qui répond à l'amplitude $ i. 

La division d’une fonction elliptique donnée en un certain 
nombre de parti? S égales , est 1111 problème algébrique qu'on 
résoudra par le développement des f rinules qui servent à 
la multiplication On q déjà vu les formules pour diviser 
par 2 ou par une puissance de 2 ; supposons qu'on veuille 
diviser la fonction F en trois parties égales ; soit ç 3 l am- 
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Mémoire sur les T ranscendan tès elliptiques. 27 
plitude donnée de la /onction F , et celle de la fonction 
qui en est le tiers. Nous ferons sin. <j> 3 = a , sin. * =■ x , et 
l'équation à résoudre pour la trisection sera 

5 — 4 ( 1 -4- O J 1 -»- 6 e'x*— t 1 J* 

a 1 — 6c , i , + 4t*(i + c')j‘- 3 c*je*‘ ** 

Cette équation est du neuvième degré; elle seroit du 25 e pour 
la quintisection , et ainsi de suite. 

Les équations sont moins composées de moitié , lorsqu'il 
s'agit de diviser la fonction entière F 1 , dpnt l'amplitude est 
de 90°. Supposons en général <£>« = 90°, la formule (a') do 
l’article i5 , où l'on peut faire p = go° , donnera d'abord 
celte relation 

— >— » • 1 . . ■ 1 . 

tang. — i~~ï c °t- * » 

.1 I I. !■ ..I .. ■ ' • ■ • a 

de sorte qu’on a successivement tang. <> n — 1 = ~ cot. , 

— — _ ' • 

tang k <J> n — 2=ÿcot. $ 2, tang. $n — 3 =■£ cot $ 3, etc. 

Ensuite à cause de g n = 90° , on a aussi 

tang.(45®-4 -T$w — 2) — A tang. $ n — 1 = ~ cot. ô 

\ 1 / *v* A . / « - y J » . •> 

tang. (j<j >n — 5) = A tang. $/» — 2, 
etc. 

De l.\ résulteront des formules assez simples pour déterminer 
<J> n — 1 , n — 2, etc. Développant de même celles qui 
donnent <{> a , <[> 3 , etc. , on aura par la rencontre de ces deux 
suites, l’occasion d'établir l’égalité quij doit déterminer 
ainsi lorsque/» = 3 , cette équation est immédiatement 

tang.(45°-+-7$) = -£ cot. Ç, ^ 
oui» sin. <£= A (1 — sin. <[>), d’où l’on tire, en faisant sin. 
o = 1 — 2 x 2 c’a:’ — o 1 ar\. 
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a8 Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. 

Équation pour la trisection de la fonction F 1 , et dont le 
degré est seulement 4 ou &~ ■ 

Lorsque n = 5 , it faudra éliminer ç 3 des deux équa- 
tions _ ... , . 

tang. ( 45 ° -+- = 

tang. ( 7 $ 3 -+- 7 «|i ) ±= A tang. <J> ai ' 

et ensuite mettre au lieude tang. <j>a sa valeur ' "ÿ ,$ • 

On obtiendra aihëièn faisanl"sin.'<J> = ï, ' 

' ' \ . . i • 1 1 i i •* •; i> ii • • ■ ■ i " .'U : • ■ ’ ' 

i + i.,;. . ‘ ; 

ix i — iz + a'c'j* — t'* 4 * 

. * i •». > 

équation pour la quinti-section de la fonction F i ? et qui étant 
entièrement développée,' montera au degré 12 = ~ ’ . 

, Telles sont les formules par lesquelles on peut trouver 
la relation entre <J>ji et Ç pour que F( «£«) — aF(<{>), n 
étant un nombre entier. S'il falloit trouver la relation entre 
$ et pour que F(x|t)=-^- F(<J>) , m et n étant des en- 
tiers, on prend^oit un angle auxiliaire o tel que n F ('!') = 
F(o), et /nF(*)=F(o). La première cdnditlon donnera 
une équation algébrique, entreies sinus et cosinus de» angles 
xjf et o; la seconde, une entre ceux des angles $ et o; doit 
éliminant o, on aura la relation cherchée entre <J> et n}r. 

C>q). De-là il résulte qu’on peut toujours trouver l'in- 
tégrale algébrique complète de 1 équation 

■ Mo > " •> mJtt n d-\, 

• . j ; 1 • j- i/(t—c’üp.‘f) v(l — c- t m.‘ï) ’• 

77» et n étant des nombres entiers. Car l’intégrale est d’abord 

77 »F(<*>)-+-«F(\]')=const. , et si on suppose que lorsque 

$=o, \Jr=u, la constante sera nF(p), et ainsi on aura 
* 

m F ( ) r+r n F (\|0 = n F(K>-. 
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Mémoire sur les T ranscendan tes elliptiques, ag 
Or, on p*ut avoir une «'quation algébrique qui représente 
cette équation transcendante; car si on fuit F(o)==Ff p) — 
F(»î )* ce qui donnera /»F(^>) = «F(o) ; chacune de ces 
éfjuations pourra s’exprimer en termes algébriques, et ainsi 
en éliminant ta , on aura l'intégrale algébrique complète 
de 1 équation proposée. 

En général, si on avoit l'équation suivante dans laquelle 
m, n, p , etC v #ont des entiers positifs ou négatifs, et dont 
le nombre des termes est à volonté , pourvu qu’il ne soit 
pas iulini 

m d <p nd * pd m , . 

^ v/(i — ^ »—* c* «n.' m) G 

l'intégrale complète sera F(p) = w»F($)-t-rcF 
P F (o)-t-etc. , p‘ étant la constante arbitraire. Or, cette 
équation transcendante peut toujours se changer en une 
équation algébrique; car en faisant F ($') — m F (<*>), 
F(^’) = nF(^), F(o')=spF(o), etc., ce qui donne 
F(p)== F -+- F (xlr') -H F(o') -t-etc. , chacune de ces 
équations pourra être changée en une équation algébrique, 
et si on élimine <£>', >|é , a', etc., l’équation résultante ren- 
fermera l’arbitraire p , et sera 1 intégrale algébrique corn» 
• plète de la proposée. . - • . 

Si on appelle R (a:) 1® radical 

R^y) un radical semblable en y, etc. et que m, n,p, etc. 
désignent toujours des nombres entiers positifs ou négatifs, 
il est clair que l'équation 

md m ndy . pd s , _ . 

° H(*l Rt/1 lt(x) "F etC- 

pourra toujours être réduite à la forme précédente , et 
qu’ainsi elle aura toujours une intégrale algébrique complète. 

Rien n’empêcheroit de supposer que z et les variables 
suivantes fussent des fonctions algébriques données de x 
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3 o Mémoire sur les Transcendantes elliptiques, 
et y, alors 1’équation. précédente ne renfi rineroit que deux 
variables, et malgré l'infinité de formes dont elle seroit 
susceptible, elle adinettroit toujours une intégrale algé- 
brique complète. 11 me semble que l’on n'a pas en- 
core fait attention à cette manière de -généraliser le ré- 
sultat d'Euler concernant l’équation =o- Un 

grand géomètre s’est proposé , Além. de 1 , tome I V , de 

trouver des cas d'intégrabililé de l’équation = o , 

dans laquelle X est un polynôme en x , et Y un polynôme 
en y\ mais il ne paroit pas que ses recherches l'aient con- 
duit au-delà de 1 équation d’Euler , car l’équation qu’il 
donne, page nq, comme étant plus générale, s'y ra- 
mène immédiatement en faisant v— h y , et donnant au 
coefficient h une valeur convenuble. Ainsi il est très-douteux 
qu'avec deux termes seulement l'équation d'Euler puissa 
être généralisée, mais avec un plus grand nombre on voit 
qu elle admet une grande extension. 

(no). Puisque les fonctions F peuvent être multipliées 
ou divisées à volonté, cette propriété peut servir à les éva- 
luer par approximation. D'abord nous supposerons que <J> 
lie surpasse pfflTgo 0 , car nous avons lait voir (art. *2) 
que tous les cas se réduisent à celui-là. Cela étant, on dé- • 
terminera ô-j par l’art. 17, de manière que F($j)=7F(<j>), 
et l’intégrale f ç- aura une étendue moindre que f 
de près de moitié, sic siu^ n’est pas trop près de l’unité. Par 
une seconde bisoclion , on peut faire ensorte que F (<{>7) = 
7,F(<J>), et l’intégrale f aura encore une étendue 

près de deux fois moindre, et ainsi de suite. Mais lorsque 
l'amplitude é tst devenue très petite, la F(0) se réduit sensi- 
blement à l’arc 0». Donc quelle que soit la première valeur 
de , la fonction correspondante F («'>) sera égale au dernier 
terme de la suite 2 ô ( , t\ ô 7 , 8^7, etc , et dans la plupart 
des cas on obtiendra cette limite par un calcul assez court. 
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Mémoire sur les Transtendantes elliptiques. Z 1 

Exemple. 

Soit proposé de trouver la valeur de F lorsque c = 
)=sin. 75°, et tang. ^=v/(-^-); on trouvera 
en se servant des formules de l'art. 1 7 , et opérant par les 
tables de Gardiner , ce qui suit ; 



— 


4 7 ° 


3' 


3o", 9 i 


a = 


45° 


0' 


o",oo 


*T = 


25 


36 


5,64 


«7= 


24 


40 


10,94 


4>i = 


i3 


6 


30,985 


“ 7 = 


12 


3 9 


i5,83 


*7 = 


6 


35 


40,741 


a 7 = 


6 


22 


8,4 


4>T7 = 


3 


18 


8,748 


etc. 









etc. 

Les deux dernières valeurs donnent 

. . 

1 M . 8*7 = 52° 45' 

i 6<?;T7= 02 5o *9*97* 

Leur différence est 4' 54 ' , ,° 4 ; et comme parla nature de 

ces approximations, un résultat doit approcher de la limite 
environ quatre fois plus que le précédent, nous ajouterons 
au dernier résultat le tiers de la différence 4 ' 54", 04, qui 
est »' 5 ij"‘,ot , et nous aurons ainsi' pbur la valeur de F 1 arc 
très-appjoché 

52° 5i' 57'',98,\. 

qui en parties du rayon = -|rX 0,58740 12 = 0, 9226877. 

Cette méthode pourroit devenir très-longue dans quelques 
cas : nous eu donnerons ci-dessous une beaucoup plus ex- 
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Remarque sur le mouvement du pendule simple. 

. (.Ti). Nous avons fait voir dans les Mém. de l’Acad. 
année 1786 , page 607 J qu‘il y a déux cas dans le mouve- 
ment d'un pendule simple; l’un, dons lequel il fait sim- 
plement tles oscillations autour de la verticale; l'autre, oit 
il tourne sans cesse dans le inéine sens. Mais comme 1 rs 
deux cas conduisent à la même formule , nous considérerons 
simplement celui dis oscillations. Soit donc 1 la gravité, 

/ la longueur du pendule, h la hauteur due à la vitesse au 
point le plus bas, <J> l'angle dont le pendule est éloigné do 
la verticale au bout du temps /; soit de plus et 

sin. -H ,=c 8În - ♦ . on aura *=\ /l- ’ ct P 31 

conséquent t=.y/l. F(\]'). Ainsi J le temps employé à par- 
courir un arc quelconque est une fonction elliptiqne de la 
première espèce , et il jouit de toutes les propriétés de ces 
fonctions. On voit donc qu'étant donné un arc parcouru 
dans le tems t, 011 pourra trouver algébriquement un autre 
arc parcouru dans un temps multiple de t, ou en général 
commensurablç avec t. On peut^aussitrouver un arc tel 
que le temps , par cet arc , soit égal à la somme ou à la 
différence des temps par plusieurs autres arcs donnés , et 
cela soit que ces arcs aboutissent à la verticale, soit qu’ils 
ri’y aboutissent pas. Ces propriétés sont nouvelles et eu- ' 
rieuses , et U ne parok pas que personne ait remarqué qu'on 
pouvoit comparer algébriquement les temps des portions dos- } 
cillation comme on compare les arcs-de-cercle. Pou^en don- 
ner un exemple fort simple, soit proposé de diviser en deux 
parties égales le temps de la demi -oscillation. Nous appel- 
lerons <J> l’arc compté depuis la verticale jusqu'au point qui. 
répond an milieu de la demi oscillation, et je dis que la 
corde de l'arc <£> sera à la corde de 7» comme y / a est à 1 . , 
En effet, puisqu'on doit avoir F(i) =? 7^(90°), la formule 
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"Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. 33 
Se l'arlîcle 17 donnera 8n.’4'=q-q^ ( , 1 — — , et par consé- 
quent sîn. J { <J> = l4 _ v/( c j_ t . ) • Mai* il est aisé de voir qu’on 
a c = sîn. donc sin.’f 4 = 1 — cos. ~a = 2 sin.’ ~a 
do c 2siu. ■;<*> ; 2 sia. '-a \ \ v/2 ; t. 

Comparaison des fonctions elliptiques de la seconde espèce. 

(ts). Considérons deux fonctions elliptiques de la seconde 
espèce, qui ne diffèrent que par les amplitudes 6 et 4s 
ensorte qu’on ait 

^ 1 ? j —j " ( c *.üT ■ ÿj- • y -^77^. 4 j -• 

Supposons que les angles d> et \J/ ont entr’eux 1.1 relation 
comprise dans fi équation F (4) -+-F(4’) = F(p) , p étant 
une constante, ce qui donne 

{9 . ^4 Q . 

v'c » — c* Mn.'ç ) ” r ~ ^(1 — c* »n.* * 

il eft résultera G(4)-+-G(40=/ B( ™ const 

Mais lorsque 4 = 0 , on a 4r=p; ainsi, en supposant l’in- 
tégrale prise depuis 4=0, on aura 

G (4) -H G (40 = G( p ) -+-/B ( sin.’4 — sin. 1 1|/ ) -d±-. 

Or , l’équation F (4) -4- F(40=F(p) revient à l’équation (a') 
de l’art. i5, et de celle-ci on tire, après quelques réduc- 
tions , 

d§ A (4 ) -+- d ^ ts. ( 4 ) = c* sin. p d ( sin . 4 sin. * 1 ' ). 

D’ailleurs on -4- -^ ( ^=o , donc (bin.’4 — sin. 3 4'J ~£~— 

— sin pr/(sin. (J>sin. 40- Donc enfin 

G(4)-hG( 40 — G(p)= — B sin. psin. 4 sin. 4 r - 

E 
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On voit par-là que la môme relation entre les angles <!> , 
\V, ft , qui donne F(<J) -+- F(4') — F(p) = o, donne 
C (ÿ)H-G('! r ) — G(|x) , sinon nulle, au moins égale à une 
quantité algébrique fort simple. CetLe équation est la source 
d’une multitude de conséquences analogues à celles qui ont 
lieu pour la fonction F. Si on désigne comme ci-dessus par 
ça , o 3, <£>/, , etc. les amplitudes telles que F(<£z)= 2 F($), 
F(<|>3)=3F(<t>) l etc., on aura en vertn de cette équation , 

G ( f a) — a G (f ) = B ain. <p tin. <p sia. Ç a , 

G(^ 5) — 3G(f ) = B lia. Ç ( >in. <p »in. a-f- »în. <pi »în. <p Z ) , 

Ç 4 ) — 4 G (<p) s= B «ia. f (sin. fo»u. Ç a + fa lin. f 3 -f- •in. f 3 fin. f 4) » 
•te. 

Donc la môine relation entre et <J> qui donne F(é>n) = 
n F ( (J> ) , donnera G(ÿn) — nG(Ç) égale à une quantité 
algébrique. 

(a3). On voit, sans entrer dans de pins grands détails, 
que si m, n, p, etc. sont des nombres entiers positifs ou 
négatifs , on peut faire ensorte que 

• 

mG (<p ) -+- bG(^) -t - p G ( o ) -4- etc. 

soit égale à une quantité algÊbrlquelTTfant pour cela établir 
entre les angles $ , , o , etc. la relation qui donne 

o = m¥ (<ÿ)-+-/iF (\J') -t-^F(o) -t-etc. 

Nous observerons que les fonctions F($), G(<J>) , sont en 
général du même signe que <J> ; lorsque <J> change de signe , elles 
en changent aussi, en conservant la même valeur. Cela 
posé , 011 peut satisfaire à l’équation 

0 = 1 » F ($)-t-«F(>lO-t-/?F(o)-4-etc. 

de bien des manières différentes, car on est maître de chan- 
ger à volonté le signe de chaque coefficient, pourvu qu’on 
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Hîémoire sur les Transcendantes elliptiques. 35 

change en même-temps le signe de l'amplitude correspon- 
dante. Mais on peut se borner à considérer les fonctions 
F (<£), F (v),G(o), etc. comme toujours positives, et dans 
ce cas. il n'y aura jamais qu'une relation entre les angles , 
<p, Ÿ » o, etc. qui donnera o = m Ffû) 
p F(o) -+- etc. : alors on voit que les coëfliciens m ,n,p, etc- 
ne sauroient être tous positifs. 

Tout ce que nous venons de démontrer de la fonction G 
en général, s'applique aux arcs d'ellipse en particulier, et 
s'étend facilement aux arcs d'hyperbole. T .es résultats s'ac- 
cordent avec ceux que nous avons trouvés dans le volume 
cité de 1786 ; mais l’ensemble de ces propriétés se fait mieux 
Sentir ici par les rapports entre les fonctions elliptiques de 
la seconde espèce et celles de la première. Nous allons voir 
que les fonctions de la troisième espèce jouissent de pro- 
priétés semblables, avec cette gradation que la différence qui 
est nulle dans les fonctions de la première espèce , algé- 
brique dans celles de la seconde , est transcendante dans 
celles de la troisième , mais peut toujours se déterminer par 
les arcs de cercle et les logarithmes. 

Comparaison des fonctions elliptiques de la troisième 
etpccc . 



(24)- La formule générale de ces fonctions est 

/.A + B rin.-ÿ rfp . 

G?/ J ■■,+7,7 ~nTç • )• 

si on considère une fonction semblable en ^ , et qu’on sup. 
pose entre Ç , ^ et la constante p , l’équation F(ç)-t-F(\lr 
— F(p) = o,ilen résultera , à cause de + ^ = o, 

y y /,» , Tj f 1 \ ri r..\ /•( A + B lin.* <p d ■‘P A-4-B (in .*4/ , ) 

H (<?)•+" H (v) L(H) /} ,- + „ ,j„.» f 1 4- miné 4,' &(■}) J 



-, ( B — A n ) ( »ind Q— > in.* 4/ ) d ç 



£2 
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56 Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. 

Soir sin.’ <£> 4- sin.’ •/ ~p , sin. 4> sin. xJ' = <7 : nous avons déjà 
trouvé (article 22) , (sin.’ $ — sin.’ ty)~ = — sin. p 
ri (sin.ô sin. 40 » ainsi nous aurons 

H (40 4- H (40 - H (fi) i 

mais l'équation algébrique entre 4 >, , |x est cos. A cos. 4 ' — 

A ( ft) sin. 4> sin \|t 4 -cos (x : si onl élèveauquarré, etqu'on 
fnsseli'S substi tutions, on en tirera /J=sin.’|x — zq A (p'cos. fx 
4- 7 ’ c’ sin.* (X , valeur qui étaut mise daus la formule précé- 
dente, donnera 



H( 4 >) 4 -H( 40 — H(p)— /, 



( An — R ) >în. fédtf 



+ f siu.'p ) 9 



l’intégrale qui reste dans celle-ci devant être prise depuis 
q = O. 

De cette équation , et de toutes celles qu'on peut former 
de la même manière entre tr- is fon< tious , nous conclurons 
que si m! , n ' , p ' , etc sont des entiers positifs ou négatifs , 
on peut toujours faire ensorte que 



m' II ( 4 >) 4 -n'II (i) 4 -p' II (0)4-, etc. 



soit égale à une quantité déterinîn bip paroles arcs de cercle 
et les logarithmes. Il faut pour cela établir entre les ampli- 
tudes ù , v]t> o , etc. la relation qui donne 



/n' F (A) 4- «'F (40 4 -//F(o) 4- , etc. = o. 



Ce résultat ne souffre aucune exception ; il auroitlieu même 
quand les coëfïicieus A. , B, n seraient imaginaires. Maison 
peut considérer ces propriétés sous un point de vue plus 
général. 

(26;. Soit P ou P ( <j>) une fonction ratiouelle paire de sin. <j> , 
* et soit 
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Mémoire snr les Transcendantes elliptiques . 5 / 
«oit Z (40 une fonction semblable à Z ( $ ) , et supposons tou- 
jours qu'on a l'équation cos. <J> cos. 4 r = A ( p) sin* o sin. 

•+■ cos p , laquelle en supposant p constant donne 
= o , on aura donc 

Z(« & )-t-Z(^)-Z(p)=/jP( 4 >)-P(v)l^J } . 

Faisons comme ci dessus sin . 1 <£ -+- sin. 1 4 ' — Pt sin. sin. vjr 

— q , il en résultera 

s»n.*<f =tP-+- t v/(p*— 4 f ) 

sût-’ Ÿ = t P — t t/C/» 1 — 4 f )■ 

Substituons maintenant la valeur de 6 in.* <■> dans P, le résultat 
sera de la forme 

% 

P(4.) = M-hNv/(/>’-4?’), 

M et N étant des fonctions rationelles de p et ç. Il est clair 
qu on aura de tu.' nie 

P(4t)= M— N v/(p’ — 4^’)» 

donc P((>) — P (40 = y/ip* — 4 tf)— aN (sin. — sin. 1 40 • 

et ainsi l’inté^rali:/ j P(< ) — P(40 } = f 2 N (sin. 1 ^ 

— siu.'v) = — 2 sin. p/-.\ : dq ; doue enfin 

Z(v)-*-Z|>|r) — Z(p) = — 2 sin. ^fiüdq. 

Dans cette formule, N est une fonction rationelledepety; 
si on y substitue 1 1 v.deur de p trouvée dans l'art. 24 , iV sera 
une fonction r.tiouelle de <7 seule, et ainsi la Videur de 
Z , -t- Z (40 — Z (u) pourra toujours se déteruuner par 

lesarcsdeceicle et les logarithmes. 

En général, si etc. désignent des nombres 
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entiers positifs ou négatifs , et qu'on établisse entre Ls angles 
«J , 4 , o , etc. la relation o = m ' F (<j>) -t- n' !*■«; -+- p' 1 (o) , 
cette même relation donne ra 

m' Z (*)-+- n' Z ('i/)-+-p‘ 2 , (o)-t-etc. 

égale à une quantité déterminable parles arcs de cercle et ! s 
logarithmes. La même propriété auroit lieu quand même P 
contiendrait des puissances impaires de sin. <"> , caria partie 
de Z , affectée des puissances impaires , s'intégrerait parles 
règles ordinaires. 

Il en est absolument de même de la fonction 

^ ' ’ r ^ •/* ;'i+yi , + ti'+n 1 ; * 

P étant une fonction rationelle de x , et on pourra toujours 
trouver une équation algébrique entrex , y , z, etc. en vertu 
de laquelle 

m 1 Z(x) + n' Z (/) + p 1 Z (z) •+• etc. 

6oit déterminable par les arcs de cercle et les logarithmes. > 

Méthode d'approximation appliquée aux fonctions 
elliptiques de ta première espèce. ~ 

(26). I.a méthode que nous allons suivre est la même que 
celle dont nous avons fait usage dans le volume cité de 1 786 , 
pour ramener la rectification d'un ellipse donnée à celle de 
deux autres ellipses aussi peu différentes du cercle qu'on 
voudra. L’esprit de cette méthode consiste à ramener l'inté- 
grale d'une différentielle affectée du radical ( > — c’sin.’ ) 

à celle d'une différentielle semblable où le module c soit plus 
petit que toute quantité donnée. 

Dans le cas de la rectification de l’ellipse , le module c 
représente l'excentricité , et son complément \/( i — c 1 ), ou 
iest le demi-petit axe. Nous avons fait voir qu’en supposant 
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. 'Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. 3g 
constamment le demi-grand axe = 1 , toutes lis ellipses qui 
•e rectifient ainsi parle moyen de deux d’entre elles, et qui 
composent une même suite ou famille , ont des excentricités 
c, c' , c" , etc. formées d'après cette loi. 



Dans ce sens les excentricités augmentent continuellement , 
et s'approchent très-rapidement de l’unité ; elles décroissent 
avec la même rapidité dans le sens contraire. Nona désigne- 
rons par c, c ° , c°° , etc. la même suite continuée en arrière , 
ensorte que la suite complète des excentricités qui a d’un 
côté zéro pour limite, et de l'autre l’unité, soit 



o . . . . c o® 0 , c°° , c° , c , c ' , c" , c" 1 . . . . i , 
on aura donc semblablement 



3 y/ c' 

1-fr-C* 



?» c °=ï 






,etc. ; 



mais pour déterminer c° par le moyen de c, on fera usage de 
la formule c°= , ou c° = , et ainsi on aura 




c coo — 1 



etc. 



C’est par cette loi qu’on déterminera les modules décroissans 
c°, c°° , c 000 , etc. dont nous ferons un grand usage dans les 
recherches suivantes. On pourroit y employer les formules 



b° 



» y/ * 

rrr» 



b 00 



» 1 ° 

1 + *° » 



etc. 



Enfin on donnera ci-après un moyen de les calculer faci- 
lement par les tables des sinus. 
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(27). Cela posé , considérons la formule intégrale F 
f > et so * £ P r >s une nouvelle variable <♦> > telle que 

2sin.*$ = 1 -f- c° sin.*<£® — A 6 cos. <V'; 



nous venons d’expliquer comment c° se déduit de c ; quant 
à A°, il est mis par analogie pour y/ (1 — c°*ain.* ). il ré- 

sultera de cette supposition : 

2 cos.* $ = 1 — c° sin.’ + A° cos. <£*. 

A c° cor. A° A" 

A = 7—5 f 

- • i + « # ' 

2 sin. $ cos. <5 = sin. ( c° cos $°-t- A°) ,■ 
ensuite la valeur de 2 sin.* <J> différentiée , donne 

4 sin. $ cos. * d <J> = ( c oco S . <j,° 4- A 0 )’; 

divisant cette équation par la précédente , on a 
2 d = -Jr ( c° cos. <£° -+- A 0 ). 

Donc enfin 



d f « -f- c" 

a » 



d 

“S*" * 



et en intégrant f 4 -^- =‘-^-/^r ou simplement F F», 
F° représentant la nouvelle fonction elliptique f-*-. 

Il est évident que par cette substitution, qui donne un 
résultat très-simple, on réduit la détermination de la fonc- 
tion F à celle de la fonction F° , plus fàc le a éval 1er , puis |ue 
c°est plus petit quec; et remarquez bien que nous n'avons 
recours ici qu'à une nouvelle fonction , et non pas à deux, 
comme dans les arcs d’ellipse , ce qui est beaucoup plus 

simple. 
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Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. 4i 
•impie. Il reste à déterminer <{> 0 par le moyen de : or la 
relation supposée entre ces deux angles donne» 



sin. <7,0 — fl+flA-.f.'*- f , 

cos. 



Cette dernière peut se mettre sous la forme très -simple» 

' • * * • ’ I ! v 

tang. ( ij>« — q)=b tang. 

Supposons donc qu’après avoir déterminé les modules dé»* 
croissans c°, c’°, etc. ainsi nue leurs coinpléinens , b° , 
b°° , etc. , comme il a été dit dans l’article précédent , on 
calcule successivement les amplitudes <J° 0O 1L etC. pa £ 

les formules 

tang. (y — t) = ^ tang. $ 
tang. ( ^°° -* ) = b° tang. <{>», 

tang. ( — <7>°° ) = b°° tang. <|> 0 ° ^ 

etc. 

• » • .» • ! ; m» 

Ce qu’on pourioit taire aussi par les suite* 

= 2<^ — c° sin. 2<Ji 7 c a% sin. / t q> — f c® 5 sin. 6$-t-etc. 

^oo= 2 (^° — c° 0 siu. 2 <f°-t -7 c ool sin.4<J>°- — 4c ooi siu.6ç° + etc^ 
etc. •« 

jAlors l’intégrale f ^ ou la fonction F s’exprimera ainsi i 
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Mais lorsque c est devenu très-petit , on a A = 1 et f“-~ — 

# • i A° a°° A°°° 1* 

Soit donc «> la limite des angles <p , L-, L-, 2 — , etc. , li- 
mite qu’ils atteindront toujours sensiblement au bout d uO 
petit nombre de ternies , et on aura , 

F = o(i-f-c 0 *) (n-c°")(i + o*>° ) , etc. 



Lorsque $ = go° = fjr , la limite * est pareillement jJC ^ 
de sorte que la valeur de F qui est alors F i , devient 

F î = -^- ( î -t- c° ) ( î c°° ) ( i — t— c 000 ) , etc. 

Le produit constant ( î -t-c°) (|i -t-c°°) , etc. que nous ap». 
pelierons a , peut aussi se représenter par l'expression : 



a y/c‘ ï\A'" a \/c 00,> 
® — :: • rs • .4» • i 



etc. 



et sous Cette formé il est aisé à calculer par les tables de loga- 
rithmes. a étant connu , on aura en général F = a ,♦ et Fi = 
a 7*- , • » ■ 

(28-). C’est sur-tout dans les applications qu’on reconnoltra 
combien ces tyiproximations sont promptes. Pour les faciliter 
le plusqu'il est possible, observons que si onfaitc=sin.p, on 
a 6 = cos. p, et c° = tang.’j p, d’où l'on voit que c°se dé- 
duira facilement de c , au moyen de la tablStles sinus. Faisant 
de même c° = tang. 1 7 p == sin. p° , ce qui détermine un nou- 
vel angle p°, on aura c°° — tang.’ 7 p° , et ainsi de suites 
Lorsqu’on sera parvenu à un c fort petit , pour avoir le sui- 
vant, que je représente par c°, on pourra, pour éviter les 
angles trop petits , se servir de la formule 
s 



c° = 7 



■zU cS -*- etc - 



dont le premier terme, ou tout au plus les deux premiers, 
Suffiront. Quantnu calcul des angles <J> a ,<î> 0O ,etc. nous n’avons 
rien à ajouter à la simplicité de la formule tang. ( — <p)— 

tang. »p , qui est très- propre pour le calcul trigonométrique , 
nous observerons seulement que l’angle <p° — <p , ainsi déter- 
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miné par sa tangente, est presque égal à l'angle lorsque c 
est déjà très-petit ; car on a sans ambiguité 

$ 0 = 2$ — c n sin. 2<J»-(-7 c°’sin. 4<j> — je» 5 sin. 6 & -t-etc. 

Il faudra donc prendre pour la valeur de <J>° — ô , non pas 
toujours le plus petit angle que donneutles tables dis sinus, 
mais celui qui approche beaucoup de <{> , et qui peut être 
de plusieurs circonférences. Un exemple fera voir que là-; 
dessus il n y aura jamais ni difliculté ni ambiguité. 



EXEMPLE. 



On demande la valeur de la fonction F , lorsque 
c — t y/ ( 2-+- y/ 3 ) et tang. <J> = \/ Nous choisissons ex- 
près un cas qui est peu favorable pour le calcul , parce quo 
la valeur de c diffère peu de l'unité. :n •?**•>' 1 m 

Voici d abord un tableau qui offre le calcul desc°,c 0O t 
b° , b°°, etc. fait suivant ce qui vient d être dit. 

V ileuri de* c tt 6. , T . • Leurt logiritlimUi 



c° 

c°° 

Jon 

0OOO 

b*°° 

IJOOOO 

Joooo 



= sin. 75° o' o" ... . 

= COS. 7-5 n O ... . 

__ (tang *37 3 o o > 

(sin. 36 4 7,47 y 

= cos. 36 4 7.47 • • 

C rang* 18 2 3,735 ) 

(sin. 6 5 g , 36 
= cos. 6 5 g, 36 . . 

^ tang.’ 3 a 64,68 
• sin. o 9 42,90 
= cos. o 9 42,90 . . . 

= 7 ( cooo )‘ 



» . • • 9,9849438.; 

.... 9,4129962, 

i '* • • 9.7 6 99 6 »o. 
;. . . . 9 , 9075648 ^ 
.... g,O25o880^ 

• • * - 9 > 997 5 4 5 4 *< 
. . . . 7,4511672./ 

• • • • 9*9999983., 

. . . . 4,3002761.]- 
E . , . 0,0000000.' 
Z* 
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Ces logarithmes donneront aisément la valeur du produit 
o = • - ^o -- , etc. , pour lequel il suflira d’employer 

«quatre üicteurs, et on aura log. tt = 0,2460661 , oua = 
1,7622057 ; de là résulte d'abord i'i a k= », 7680632, 

On trouvera ensuite 

= 47 ° 3 r 3 o", 96 . 

«t>° = 62 36 3 ,ia. 

^ >0 ° = «>9 55 47 ,69; 

^000 __ 2 ^ 0 00,18; 

^|OCOO_ ^8o 0 O ,00.: 

etc. 




il suit que la limite' des angles <f>, ^ , *â! , etc. est 3o° ou 
et ainsi on a F = '- <1=0,9226877 , comme dans l’art. 20. 

Remarquons que, 'puisque' la limite <t> = 3 o° = t no" , 01» 
a F = î Fi,; pettf égalité est au. moins approchée , puis " ne 
le calcul la donne ainsi ; mais il . st facile de s assurer oiiVlle 
est rigoureuse.’ rh eTfr t , on a vu dans l'art, ift.pie l’équa- 
.tion à résoudre pour faire ensorie que F (<J>; = jF 1 , est ' 

r 

o =1- — 2 6 i’h. <J> -4— 2C^ sîn . 5 — c 3 sin 4 <f>: 

or dans le cas présent où c* = , on trouvera sin. =— 

v/ 3 — - 1 outang.<j»=i */ ( ; donc en effet la fonction P; 
est exactement le tiers de F( oo°) ou F 1. 

fp.q) Fiant donnée la valeur 'dé Ç, bn Voit qti'il estficile 
de déterminer L- fonction F avec toute l'exactitude néces- 
saire ; réciproquement il peut être utile de -déierminer i’am- 
plitude<j>en supposant comme la valeur de- la fonction F , 
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soit toujours a le produit ( i -t-c° )(H- c°°) , etc. , et ® la* 
limite des angles — , etc. ; puisqu'on a I* = a • , il 

en résulte ® > ainsi la limite «• est connue. Supposons 

qu on ait calculé les valeurs de c° , c 00 , etc. jusqu’à un terme 
assez petit pour être négligé, et soit, par exemple, ce tenue 
c»onoo t ou p Qllr a b r ^g er c * m Puisqu’on a <ÿ' 5 = — 

c r4 sin. zif* -t-, etc., on aura d’une manière suflisaniment • 
exacte <j >‘ 4 = 2 (J/* , et à plus forte raison «J» 0 * = aÿ â , etc. 
Donc la limite ® sera égale à ~ (J)'*', ou bien on aura ^» i>0 ° 0 — ; 

Jb 4 >. Ce dernier O étant connu, on remontera aux premiers ' 
par les équations successives 



si n. 


( 2 6°°° 


— ^ — — « £0000 


sin. £> eo °®. 


61 n. 


( 2 Q°° 


^ÜOO ^ £000 


sin. <j> 00 °. 


sin. 


( 2$° 


— ) = c°° 


sin. ^>°°. 


sin. 


(2<? 


— (J»° ) = c° 


sin. <f>°. 



Équations qui sont toutes de la même forme, et dont la der* 
nière se conclut de l'equation tang (/î>° — é>) = ètang. <J>. 

Ceci s’applique particulièrement à la résolution de 1 équa- 
tion F( ij> n ) = n F(o) . quelque soit n. Etant donné <J> on 
counOitiaF (® )et n F (-$ ) ; donc F (<{> njsera connu , et delà 
on tirera n comme on vient de l’expliquer. Ce moyen 
n'exigera j amais qu'un petit nombre d’opérations , au lieu 
que si n étoia un peu grand , ou seulement fractionnaire, 
les méthodes que noaas avons données pour déterminer On 
deviendraient très longues, ou même impraticables, aiusila 
taéthode actuelle sera presque toujours préférable. 

Approximations pour les fonctions elliptiques de la seconde 

espèce. 

(3o). La formule de ces fonctions est 
G =/(A -h Boin.*$)Ÿi 
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si on fait les mêmes substitutions que dans f article 27 , et 
qu’on prenne 

A 0 = A +-4, B» = — , 

a ' 1 

on aura la transformée 



G =L±S- ( — 4 sin. G 0 ) , 

G 0 étant mis à la place de f ( A° -1- B° sin. 3 6 °) ^t-.Onau* 
roit semblablement par de uonvelles transformations : 

G ° == ( — 4 s i n ' r+G-) 

G°° .= i-Jvî — ( — - a — sin. (f 000 G 000 ) 

etc. 

Ainsi la formule intégrale G se ramène aisément à cell e 
qu on voudra des transformées successives G° , G°°, etc- 
Supposons que cette suite soit commuée jusqu à un terme 
G* très-éloigné ; alors on aura c> ==o~ A/“ 1 f et d'abord 

la valeur de Gi“ se réduit à/ (Ai“ -t- br sin.* <J Obser. 
vons ensuite que nous avons B° = 4 * et semblablement 
B°° =» — * ■■ , B 000 = -f — ; donc la suite B°, B no , etc. dé- 

croît plus rapidement que la suite c° , c°° , etc. , et ainsi on 
peut faire en toute sûreté Be = o. A l'égard de Ar, puisqu oO 
~ A -+- 7 B , A 00 = A° -+- 7 B°, etc. , il en résulte 



A* = A+vH 



B Br" Bc° 



Bc° c°° c°°° 

^ h etc. 



Enfin si on appelle , comme çi -dessus,^ « la limite des angles 
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\ 0° 0°° 

V * ~ » -7- > etc. , on aura «> = — , ou ôp = 2* ®. Donc la 
valeur de G * sera 



* 0=:^*(A^l-HÇ-H2£Lf!:+etc.) 

Maintenant il est aisé de voir que la valeur de G sera com- 
posée de deux parties , 1 une = a <t> , en supposant 



a ( A-f- - -+- -~--h B c 8 ‘ -t-etc. )(i-Hc°)(n-c 00 )etc., j 
I autre algébrique ou périodique; savoir : 



Mais à cause de 1 + c° = Ü^ , i e tc. cett6 

seconde partie peut se mettre sous la forme — -(3£! s i n . ao 
\r?-pz c * _ 

rl ^ — eut. <J>°° 1 etc. Donc la valeur complète de G sera 



G = a ® — ® ^^-sin. <f>° 



-sin.^oo-f 



Vii'y,,! 






N 



Et dans le cas où == qo° , on aura simplement G 1 = a. — .• 

3 

Dans les applications il suflira toujours de prendre un 
très - petit nombre de termes de ces suites, et les termes 
omis feront connoltre à quel degré d’approximation on s est 
arrêté. 

(Si). Ces formules s'appliquent immédiatement à la recti- 
ficat ion de l’ellipse. Soit toujours i le demi-grand axe, c l’ex- 
ceniricité ; considérons l'arc E, dont 1'. rigine est au petit 
axe, et dont l'exirémité est déterminée par l'ordonnée au 
grand axe b bin. é>, et l’abscisse cos. ù , cet arc sera égal à 
r intégrale / d $*/( t — •c'sin.’ç); ainsi en faisant A= i 
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et B = — c*, on aura G = E; d' ù il suit que le quart-* 
d'ellipse peut s'exprimer par celle suite très-convergente 



Et = ~ ( i — ~ — Î “V etc - ) ( i^-C°Xl4-C 0 °),elC. 

La rectification de l'hyperbole est comprise dans les même# 
formules.* Soit c le demi-axe transverse, b son conjugué, 
1 l'excentricité ; soit i’tang. uneordonoée à l’axe transverse, 
et Y l'arc d hyperbole compris depuis le sonum t delà courbe 
jusqu'à cette ordonnée , on aura Y =/ A ^f ^ = \ tang. <£ 
— * • Cette dernière intégrale , comparée à la for» 
mule G donne A = c%et B = — c 1 , et ainsi on aura 



Y =A tang. <J> — G. 

D'où il s'ensuit que la différence entre l'arc infini d’hvperî 
bole et son asymptote, est égale à G î , et a pour valeur 




-O .«IO „0 .90-000 - 

— 8 — ,etc.)(H-c°)(i-4-c®®)(i -t-c°o«),etc, 



Il ne paraît pas qu'on puisse trouver rien de plus simple pou» 
la rectification des sections coniques. 

(3a) Jetions maintenant un coup d œil sur les rapports qui 
existent entre ces diverses transcendantes; savoir F = , 

E = et en général G = f ( A -t- B sin. 1 $ ) 

D'abord puisque ( ,1 est clair qu’on aura 

G = (A-f--^-)F — ^E, et ainsi G se déterminera par la 
moyen de Fet deE. Mais on apareillementG“ = (A“-+- F» 

— -^-E° : ces valeurs étant substituées dans l'équation entra 
G et G° ( art. 3o ) , où l’on aura soin de remettre les valeurs 
de A° et B° en A et B , il en résultera une nouvelle équation , 

qui 
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qui aura lieu quels quesoient A et B. Cettcéquation en donnera 
deux autres , l’une F = 1 F° , que l'on connoit déjà , 
l'autre 



b¥ — — E -H F±i E« -t-i-^isin. 6°. 

a a v 



Celle-ci fait voir que la fonction F delà première espèce 
peut s'exprimer par les deux ares d'ellipses E , F>. Il en est 
donc de même de la fonction G en général et de l'arc d hyper*, 
tôle Y en particulier, ün a aussi par la même raison 



4» fo— — E° -t- * - E 00 -+- - — — sîn. ô® 0 . 

a a w 

f 

De ces deux équations on peut éliminer F et F° , puisqu’on 
a d'ailleurs F ==■ -■ F° , et il en résultera Celte relation 

entre les trois area E, E° , E 00 , pris sur trois ellipses consé- 
cutives d’une même suite : 



( » H- c° ) E =: c° »in. f ° — 



!*(!■■**) . 






Dans le cas où Ç = go° , oo a f = t8o° , «[»°° = 36o°, et 
Cette formule devient 



(t -+- c»)E.=( 2 +i')E»r — b°( i -+-£*) E®® i ; 

d'où il suit que le quart d’ellipse E î se détermine par deux 
autres quarts d’ellipse F,°, E°°, dont les excentricités sont 
moindres; et en général il résulte de ces formules que dans 
la suite d’ellipses formée d'après les excentricités c, c°, 
c"°, etc. , la rectification d’une ellipse quelconque se ramènera 
toujours à la rectification de deux autres 4 volonté. On trouve 
ces conséquences plus développées dans les Mémoires de 
l’ Académie de 178 > ; mais il n en résulte pas une méthode 
d'approximation aussi simple que celle qui a été exposée 
dans l’art. 3 o. 

G 
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Développement particulier de la formule 

Z = p (f+gx')Jx 

J * »ô x'coi. l-t-b 4 * 4 )' 

(33). Cette formule se rencontre assez souvent dans les 
applications , et d'ailleurs il est nécessaire d’examiner parti- 
culiérement le cas des facteurs imaginaires dont nous avons 
parlé ( art. 7). 

Invariable x est susceptible de tontes les valeurs depuis 
zéro jusqu'à l'infini; mais comme eu faisant x =co , on a 
Z =f K j .dx=ix; pour nous débarasser du terme qui 
peut devenir inlini , nous considérerons simplement 1a 
formule 



x=/f 



f /■-*-**•> J * 



v't» -t- ><;> co«. » x>) 




qui par ce moyen aura toujours une valeur finie. 

Il s’agit maintenant de transformer cette expression de 
manière que les facteurs binômes de la quantité sous le 
radical deviennent réels. Pour cela on peut faire différentes 
suppositions , qui toutes réussiront également. Par exemple , 



x — ’ ~ y \/ -*- 

x ~ >-*- y v : » 

y/(aM-2a6x’co9.0-t-6 : ‘.i 4 ):=2.zyy'' a6, 
a+6i’=a xy y/ a 6 , 



$ x* •+• a cos. 0 -f- y/ (a* -+■ 2a6x*co8. 8 -f- 6 ’a^)= lay*. 



Bornons-nous à présenter le résultat de la quatrième suppos- 
ai Lion ; elle donne x 1 = " (y* — cos. 0 — 1 et 



cos. 0 — «•- ) 
Xs = y ✓«» vy » ■/ 



VU.Z* — «»•;« ) (/*•+■ un.'-») J 
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où l'on voit qu’en effet les deux facteurs de la quantité sous 
le radical sont réels. On voit aussi que la moindre valeur de y 
étant cos. j 0 , on peut faire y — 7 * , et il en résultera , en 

posant sin. v 0 = c , 



X 



=//£^ 



-f- 3 ç « c 1 tin. * 



C y/ •« 



d $ 

✓ ( > — c* sia.' ç “ 



Par cette transformation la formule X de vît nt une fonction 
elliptique de la seconde espèce , à laquelle on peut immé- 
diatement appliquer les formules de l'art. 5o, en faisant 



A 



— -L : ~ z* b — 

Cv'-C » ° ~ 



i£îLi‘ 

evî' 



Remarquez que nous supposons \/ a 6 réelle ; car on peut 
toujours prendre « et 6 positifs , et si le terme 2 « 6 jfcos. 0 
doit être négatif, on fera tomber le signe — sur cos 0. 

La relation immédiate entre ç et x est donnée par l’équa. 
tion. 



■ 2 asin . 1 7 0cos. 1 $ = — 6-r 1 — acos. 0+-y / (a’-t-aa6x’cos.0-t-6 , x < ), 

d’où l’on voit que lorsque x — o, <(> = o , et lorsque x — co, 
<J>=qo°. La transformée en <[> représente donc l'intégrale X , 
prise depuis x—O jusqu'à la valeur de a: qui correspond à <J. 

On peut exprimer l intégrale X par le moyen des deux 
formules simples F = /^, E = / \dç , et on aura de 
cette manière 






fy'üî 



E. 



iV oici quelques applications de cette dernière formule , qui 
conduiront à des résultats assez remarquables. 

Ga 
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EXEMPLE 

i - d z 

( 34 ). Soit proposé d'évaluer lesdeux intégrales 

If = y — ' ■ j , prises l’une et l'autre depuis z = o jusqu’à 

2= i. On sait que le produit de ces deux intégrales = 7. T, 

( Voyez les Mèm. de 1 786 , pag. 678). 

Si on fait dans la première z = ( 1 -+- x* )~- ! , on aura la 

transformée M = f ^ (i + s*.+ ZT) » qu’il faut intégrer depuis 

x = o jusqu'à a: = co. La comparaison avec la formule X 

donnera f —Z , g = o , a = y/ 3,6=1, cos 0 =j^/ 3 , 

c=sin-7 0=7\/( 2 — \/ 3 )» d’où résulte M = "«, F, et 

v î 

comme l’intégraledoit être prise depuisa:=o, juscju‘àa:=oo, 
ou depuis $ = o jusqu'à $ = 90° , F deviendra F 1 , et l’inté- 
grale totale sera M =X~F 1. 

Dans la seconde formule nous ferons z — ( 1 — x 3 )i , et la 
transformée sera N = f > qu’il faut intégrer de- 

puis x =0 jusqu'à x — 1. Cette formule étant comparée à h 
formule X, on anTa/’= 3 ,g'-=— - 5 , v"*» 6 =>. 

cos. 0 = — tv/ 3 > c== sin - v® ( 2 "+- 3 ). ce qui 

donnera 

__ _ 5 — / . \ € y/ 3 r? / . v 

N = — ÎH ÿT~ F 

or la relation entre et x étant 

l±±ll cos .* <£ = — x 3 -t - 4 -f- \/ ( 3 — 3 x' -H * ) , 

si on fait x = 1 , on aura cos. 3 <£> = 2^/3 — 5 , ou bien 
tang. $ = y/ ^5. Mais nous avons déjà vu ( art. 28 ) que dans 
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le cas où c = 7 \/( 2H~v/ o) ettang. <{>= \/ ^5 i 011 a exac- 
tement F(<J>) = |F 1. De là il est aisé de conclure par les 
formules de l'art. 22 , qu’on |aE(<J>)=fE 1 4- ÏU , , donc 

1 *• r ^ 

1 intégrale N prise depuis x = o jusqu'à x = 1 , se réduit à 
cette valeur : 



— l—y/l 

n=-^-f, 



f* El ' 



Il faut bien remarquer que ees valeurs de F 1 et Et répon- 
dent à un module c=jy / ( 2 -+-\/ 5 ) , tandis que la valeur 
de F 1 qui entre dans M répond à un module c=±\/ (2 — y/ 5 ). 
Pour distinguer ce dernier module, nous le désignerons par k , 
et la valeur correspondante de F 1 par F 1 A. Ainsi nous aurons 
parle produit des deux intégrales, l'équation 






d'où il suit que dans ce cas particulier l’arc d'ellipse E 1 , qui 
est une fonction de la seconde espèce , peut s’exprimer par 
F i et F 1 A, fonctions de la première. Ces calculs sont faits 
d’une autre manière dans le Mémoire cité, et nous n’en 
avons tiré alors aucun résultat , -faute d’appr rcevoir que 
l’arc E peut se déterminer par le t iers de E 1 . On rencontrera 
encore quelque chose de semblable dans l'exemple suivant. 

EXEMPLE II. 



( 35 ). On propose d’évaluer les deux intégrales P == r t ~ i * • 

J ✓(«— **f‘ 

Q dp P uis * = 0 jusqu’à Z = 1 : on sait que 

leur produit doit être ijr. 

Si 011 fait dans la première z = (1 _ *>)! , on aura la trans. 
formée P }# + *) 1 ( l u ^ faut intégrer depuis x = 0 
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jusqu'à x = 1 . Celle-ci étant comparée à la formule X , on ai 
g~o, a=v/ 3 ,G=i,cos 0 = — î\/’Z,c=~}/ { 2 -^-y/ Z), 
ce qui donne P = ’^ÿi F(<{> ). Quant à la valeur de <J>, elle so 

tire del’équation — 5 cos.*^= — x'-t-4-4-\/(3 — Zx?+x A ), 

dans laquelle, si on fait x= 1 , on aura cos. 1 ^ = 2 y/ 3 — 3 , 
ou tang. = Ce cas «'tant celui que nous avons déjà 
rencontré , on en conclura de même F($)=jFi, et par 
conséquent P = -^r Fl. 

Venons à la formule Q, et faisons d’abord z'—y~* , on 
aura la transformée Q = \f yy J ! * y ,_ ; - j , à intégrer depuis 
y=i jusqu’à^ = co. Intégrant par parties , on aura 



Q 



>/(r*-n 



Soit ensuite y = 1 *+- x*, et on aura -j f ^ J *— = 
t f , formule qu’il faut intégrer depuis x = o 

jusqu'à x — 00. Cela posé , la valeur de Q peut se mettre 
sous cette forme . 



Q = 



. v/ty-o 
•' y 






+ J?*) d T 
‘ 4-3 X+M*)" 






mais la partie hors du signe f s'évanouit au commencement 
et à la fin de l’intégrale : ainsi on a simplement 

Comparant avec la formule X , on aura f— — 7 , g= — v» 
a =^ 3 , 6 = i,cos.0=7\/3, c=7^/(a— t/ 3 ), et comme 
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l'intégrale doit être prise depuis $ = o jusqu'à <j> = 90° , on 
aura pour résultat (en distinguant ce second c par A), 



Q=-( —ÿr) i ' ik -*’i?ï El * 



C/S 



Maintenant puisqu'on sait qucPQ=ijt, cette égalité et 
celle qu'on a obtenue semblablement dans l’exemple précé- 
dent , donneront ces deux résultats , 

■?=Fi (EiA — (^-?)EiA) 

^ = FiA(E.-( 5 -=^- 5 )F x ) 



On peut donc dans ce cas exprimer les quarts d’ellipse E 1 , 
E 1 A, qui sont des fonctions de la seconde espèce, par Fi , 
F 1 A , fonctions de la première; et la même chose a lieu par 
Conséquent pour toutes I s ellipses dont les excentricités 
aont comprises , soit dans la suite c, c° , c°° , etc , soit dans 
la suite A, A°, A“°, etc. , les juelles suites peuvent aussi être 
prolongées à l'infini dans l’autre sens. A ces relations , on 
peut encore joindre celle de F» = y /3 FiA, qui va être 
démontrée dans l'exemple suivant. 

EXEMPLE III. 

( 36 ). Soit proposé d'intégrer la formule R = f — f 

depuis z — o jusqu’à * s= 1. 

On fera d’abord 1 — z i = ( ÿ )r , ce qui donnera R = 

/ 7 ( 4^.,) » à intégrer depuis y = o jusqu’à y =00. 
Soit ensuite m =■$/ 4 et my — *? — 1 , on aura la trans* 
formée R = (J , > qu’il faut intégrer depuis 

* = 1 jusqu’à x =. 00. Cette intégrale se déduit facile- 
ment de la valeur de P dans 1 exemple précédent, et on en 
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tirera R = 3 "m^/ s F 1 , le module de F 1 étant toujours 

c = 7 y/ (a -hy/ 3 ). Mais il y a une autre manière de 
trouver la valeur de R. 



Soit 1 — z i = ( 1 — y ) 3 , on trouvera d'abord la trans- 
formée R = f , j • ‘Rt d faut intégrer depuis y = 1 

jusqu'à y — 00. Soit ensuite m 3 == 4 ef m y= 1 -t-a: 1 , on 



aur, 



aR= , -V'J/- 
m J \ 



d x 



-, -, : — . , . . r - , nouvelle formule qu’il faut 
intégrer depuis x = y/ ( m — 1 ) , jusqu'à x — 00. Or , en 
comparant à la formule X, on a/= 1 , g = o, « = 1 , 
6 =y/ 3 , cos. 0 y/ 3 , et c= | y/( a — y/ 5 ) ; de plus, lorsque 
x’ = m-i,ona cos.’<î> = “ m ~ • +£^±£±i =l=^f « 

Or, on trouvera par la trisection ( art. 18) que cette valeur 
de <£> répond à une fonction F = j F 1 , d’où il euir que lu t onc- 
tion F, prise depuis cette valeur de <{> jusqu'à celle de qo°, 
où l'on a x = 00 , seru F — 7 F 1 . D'ailleurs cet F j doit être 
désigné par F 1 A , puisque le module est ici A = 7 y/(2 — y/ 3 ) ; 



• 2 ^3 1 

donc on aura R = F t A. Comparant cette valeur 

avec celle que nous avons trouvée par l'autre méthode , on 
aura cette relation très-simple *. 



Fi = y/ 3 . F 1 A, 



laquelle jointe aux deux équations (b 1 ), fait voir qu’une 
seule desquatre quantités F 1 , F 1 A, E 1 , E 1 A étant connue, 
on peut déterminer les trois autres. On aura par exemple , 



^f-’ = F.jE.-(i^î)Fi| 
jJ, = Fl*{Ei*— (eçU)Fi* j. 

Ou voit aussi qu'une seule ellipse connue dans les deux 

suites 
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Suites formées d’après les excentricités c et k, suffit pour 
' déterminer toutes les autres. 

Nous insistons sur ces comparaisons , parce qu’il paroît 
qu’il y a très-peu de cas où elles ont lieu , et où l’on puisse 
déduire E de F ; ici il y a un double rapport entre les È et F 
d’une suite, et ceux d’une autre suite, formée d’après un 
autre module, ce qui est encore plus rare et plus remar- 
quable. 

Au reste, comme on pouvoit intégrer indéfiniment la 
formule R par l’une et par l’autre méthode, on voit que la 
fonction F , pour le module c=i/(a ■+■ y/ 5 ) , se 
déduira toujours d’une fonction pareille pour le module 
(2 — y/ 3 ) , en prenant les amplitudes conve- 
nables, et il en «croit de même des ellipses dont c et / sont 
les excentricités. Ces ellipses entreroient dans l intégration 
de la formule f , qu’on peut effectuer par les deux 

mêmes méthodes que celle de la formule R ; et ainsi nous con- 
noissons deux suites infinies d’ellipses, tellesquelarectification 
indéfinie d’une seule de ces ellipses donne celle de toutes 
les autres. Ces réductions tiennent ù la nature particulière 
du radical y/ (x 4 — 3.r*-4-3) , qui est susceptible de «échan- 
ger en v/ (x* + 3) , mais il ne paroit pas que de 

telles réductions soient toujours praticables. 

Théorème sur les fonctions définies dont les modules sont 
complément l un de F autre. 

(37). Dans les comparaisons qu’on vient d’établir, les 
modules c et A sont tels que A*= 1 — c\ ou que k— b, etninsi 
ils sont complément l’un de l’autre. Si on met b à la place 
de k , pour mieux se représenter le rapport des fonctions 
E 1 b , F 1 b aux fonctions E 1 , F 1 , qu’on peut aussi désigner 
par E 1 c , F 1 c , les équatjons ( b' ) étant ajoutées ensemble 
donneront 

-*- = FicEii-+-Fi£'Eic — F 1 b F 1 c. . . . (c') 

- H 
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Cette équationost démontréepour le cas dec=7 \/(_2 -f-\/ 3 ); 
elle 1 est aussi pour le cas de c = > car on auroit dors 

l>~ c , et elle deviendroii 

* = F î ( 2 E î — F î ) : > 

Or celle-ci se trouve exprimée en d'autres termes dans les 
Mémoires de 178(1, page 678. Mais ces cas rie sont que par- 
ticuliers, et nous allons prouver que 1 équation (c' ) a lieu 
en général quelque soit c, ce qui est un théorème nouveau 
et remarquable sur les intégrales définies. 

Pour abréger la notation , ôtons les 1 qui indiquent que les 
fonctions ont une amplitude de 90", et ne distinguons les 
fonction* en b des fonctions en c que par un accent mis 
sur les premières. Alors l’équation qu'il s’agit de démon- 
trer Sera 



•*- = F E' -t- F' E — FF' 



(d') 



Je regarde le premier membre comme inconnu, et je l’ap- 
pelle H , je différence ensuite les deux membres par rapport 
à C , qui est la Seule variable quil» coutioimem. Or, ayant 

E = /"Adty , F=/— , A 1 = 1 — C* sin.* ç , il en résulte r 
parles principes connus, ~ = — f— * * ln l^ = -L (£ p^ 

fLE "•*» l_ f ,lQ I . 1 , „ 

tic l a* c / 4 ' t 7 p Mais, par les for- 
mules de l’art. 9 , on a f -£r= f/'bdty ‘ *'"• » ^ gt 

dans le cas de £ = 90» dont il s'agit, le second terme s éva- 
nouit, et ainsi on aura £ = Les variations de E’ 

et f s exprimeront semblablement par rapport a b , et parce 

que bdb H- ede — o , on en déduira ~ = _ _* ( py _ p; j 
r> b* c * 



,.j F 1 -r+cp ^ , 

- et j « i> c Cela posé , si ou différeutie l'équation 
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(a ) , dont le premier membre est supposé II , et qu'on snbsti- 
‘tue les valeurs qu on vient do trouver pour dit , d F , etc. 
on trouvera 

d n = o. 

F.t ainsi la quantité FI est constante; il suffît par conséquent 
de la déterminer dans un cas particulier. Soit c = o, ou 
b — i , on aura E = F = -j rt , E' = i ; quant à F' il est 
muni, car avant F' = log. tang. (/, 5 ° -+-7$), si 

on fait (f> = c,o° , F' devient infini. Mais comme cet infini 
est logarithmique, et qu'il est multiplié par E — F, qui est 
zéro, le produit sera encore zéro. Donc le second membre 
de 1 équation (d') se réduit dans ce cas à -* , donc il sera 

t' '"jours égal à 7 flr , et ainsi l'équation (d') , qui est désignée 
plus précisément par ( c' ) aura lieu, quelque soit c. 

Ce théorème donne une relation-entre les fonctionsF.i, Fi ; 
qui appartiennent au modulée, et les fonctions semblables 
pour le module b. Il faudroit une seconde relation de ce 
genre pour pouvoir déterminer les fonctions de la seconde 
espèce Eii, E î c par celles de la première F î b , F î c ; T 
mais il ne paroit pas qu’on puisse la trouver en général. 

Nous avons déjà remarqué deux cas où ces réductions ont 
lieu ; ce nouveau théorème va nous en fournir un troisième. 

Supposons b = c° = , ce qui donne bz=— 

2 “*~ 2 \/ 2 ! dans ce cas E î b et F î b, deviendront 
E°i et F° i , et l’équation (c 1 ) donnera 

V = F î E° i -t- F® i E i — F î F° î ; 

mais par les formules de l’art. 32 , on a F î = ( i c °) F° i = 
y/ 2. F° î et 



II a 



b F î = — E î -4- ( i -f- b) E» t\ 
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De là il suit que les quarts d’ellipse- £ 1 , E° 1 se détermi- 
neront par la seule fonction F t , et qu'on aura 

•j-= F 1 JEty/a-t-O — v/2)F 1 1 

“=FiJ 2 E° 1 — Fi J. 

Il en sera de même de toutes les autres ellipses formées 
d'après les excentricités c , c° , c°° , etc. 

Remarque sur la formule intégrale 

7 + (À4-Rjr*+C* l -f, etc. )d x 

( I ±: *')✓(« ■+■ ;*' + «*')■ 

(38). Cette formule peut toujours se décomposer en deux 
parties , 1 une dégagée du dénominateur î zîz x 1 , et de la 
forme 

r (A , + B'x»+ C 1 

l’autre de la forme 

A'q i + fw» 

La première se ramène aisément aux fonctions elliptique» 
de la première et de la seconde espèces ; la seconde paroit 
dépendre des fonctions de la troisième espèce : mais à l aide 
d une substitution très-simple, on trouve qu'elle peut s'in- 
tégrer absolument par arcs de cercle ou par logarithmes. 

En effet, soit i±æ*=-- i et cette seconde intégrale de- 
viendra 

r d ‘ . 

V ( 4 » C *' J *. 
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Donc la formule Z peut toujours s'intégrer par les arcs 
d’ellipse. 

'Approximations pour les fonctions elliptiques de la troi 
sièrne espèce. 

(39) Considérons enfin les fonctions de la troisième espèce 
représentées par la formule générale 

xa - A ■+■ B»in.*0 J Q ' 

J 1 -+• n sia. ‘ (fi A 

dans laquelle les coëfficiens A, B, n, peuvent avoir des 
valeurs quelcon' rues , réelles ou imaginaires. La méthode 
que nous avons suivie j usqu à- présent , consiste a ramener 
la formule intégrale proposée à une autre formule de la 
même espèce , dont le module soit plus petit, et à continuer 
ainsi jusqu'à ce qu’on parvienne à un module assez petit 
pour être entièrement négligé , auquel cas la formule s’in- 
tégre d’elle-même. La même méthode s’applique avec un 
égal succès aux fonctions de la troisième espèce; et il arrive 
assez heureusement que la même substitution, qui sert à 
diminuer de plus en plus le module c, opère le même effet 
sur le coefficient n, et le réduit bientôt à être plus petit que 
toute quantité donnée. Cet effet est d'autant plus remar- 
quable, qu’il a lieu, soit que la valeur de n dans la formule 
proposée soit positive, soit qu’elle soit négative : cependant 
il semble , au premier coup-d’œil , que la fonction II change 
de nature, lorsque n est négatif et plus grand que limité, 
pnisqu’alors elle est susceptible de devenir infinie, et qu elle 
le devient en effet toutes les fois que 1 -+ -n sin.’ <£=o. 

* Pour dissiper toute obscurité à cet égard, nous allons 
prouver que , quelque soit n positif ou négatif, on peut 
ramener immédiatement la formule proposée à une autre, 
çrùn seroit plue petit que l’unité , et même plus petit que c. 



G 2 Mémoire sür les Transcendantes elliptiqu es. 
Observons d'abord que la formule H peut s'écrire ainsi : 

JJ A n -4- R pdç An — R ~\ — nain.’f d <p 

a n J A in J i-f- n "IT* 

La première partie n’ayant aucune difficulté , occupons- 
nous de la seconde, et faisons : 



P=/ f 



— n «in.* <p 

-f- « vjl * 



d Q # 

T» 



faisons en même tems 



Q=/ 



i — £sin.* <ÿ 
î — — sin. 2 é> 

n » 



d fl 

T » 



nous aurons , en ajoutant ces deux formules , 

î — c* s : n. 4 ô 

r-+-Q=/ . 

i -t- (n-h- - ^)sin. 1 ç-)-c 1 sin. 4 <j> 4 

Soit pris maintenant l'angle y, tel que sin. \t- = lL±JL?. ,in : <? , 

* i 4 -c«in. ‘ ç 

et soi t fai t pour abréger ni =• -pj'™ , lasubsti tution donnera , 



P Y - - -* ’ — * 

V. 1-4 -c J i -f- m mu.* * 

et ainsi on a ce résultat très-remarquable : 
i — -^-sin. 1 ç 



/ x — » si lt< » fl J 4 ~ 

t-4-niio.*^’ a J c* • . 

i H «in.*<I> 



i± __ p t 

a i-f-c J i-e» 



d ^ 
m«n.' 



Or, des deux nombres n , si l’un est plus grand que c, 

1 aulre est certainement plus petit : donc, on peut toujours 
ramener la formule intégrale II , à une formule semblable 
dans laquelle n soit plus petit que c. 

Ainsi , lorsque n est aégatifet plus grand que l'unité, l’ia-. 
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Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. 63 
convém’ent qu’a la formule H de devenir infinie pour cer- 
taines valeurs de , se trouve en quelque sorte rejeté sur la 
transcendante de l'ordre inférieur f - et il ne reste 

J l *f m un.* y 

plus à considérer qu'une fonction elliptique régulière , dont 
la valeur est toujours finie. 

Remarquons que dans le cas particulier den = c, on a, 
par une intégration absolue, 

/ i — eiin.*p ___ i}/ • 

i-4-c*iu. p’ A " i-t-c* 



de mémo , alans le cas de n = — c , si on fait. 



sin. u 



( I — r ) sin. p 

a — c un. -p * 



on aura, 

/ i-f-ctin. ' <p J Q i 
i — clin . 1 p* A i — c 

Ces deux formules sont comprises l’une et l’autre dans 
celle de l’article Z"j. 

Enfin, si nétoit imaginaire, et delà forme v (cos. a 
sin. a), on voit par la formule générale, que le cas où v est 
d’une grandeur quelconque, se rameneroit tout de suite au 
cas de v plus petit que c. 

(4o) Cela posé, procédons à la transfonuation de la for- 
mule H , que nous mettrons sous la forme , 



H=/(A- 



i -f- rinu.'<pS A 



JT* 



et danslaquelleon pourra supposer que n estplus petit que c. 
Kous ferons à l'ordinaire sin.’«J> -f-c° sin. 2 <£° — A 0 

cos. $°), et la substitution donnera, 



II 



' - 4 - c* 
a 




j n - d co». p * y 
1 -f -«•/ i •in-’ ^ j 1 



formuleoul'on a semblablement 11°=/ (A° -f- ÿ 
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et où les nouveaux coefiiciens sont : 



n J — 



» (n + c’> 



(i + 4-n)’ 



-• B 



A° = A -+- ^ 

T>0 T* c *~f- 

B a (»+*;* <.+«)•• 

La même loi se continuera dans Iss transformées ultérieures, 
de sorte qu'en faisant 



n" { n° +c fl ‘) 







; B* r chp " 0 coi. 



5 /" T 



■+• n*" «io.- 






on aura : 

II°— ^H»° 

et ainsi de suite. 

(4l). Examinons d’abord avec quelque détail la loi de pro} 
gression des coëfficiens, n, n°, n°°, etc. Si on fait«=/nc, 

et semblablement n° = m° c° , on aura m° = ce qui 

est une formule assez simple pour déduire m° de m , et on 
dëduiroit de même m°° de nt° , etc. Remarquons maintenant 
que puisqu'on supjæse B<c,onam< î. Or , de là il suit 
qu’on a aussi m° < 1 ët même «”<»{; car soit pour un 



moment m° = a m , ou d : 



M -f- c 

, -4 -cm 



, il en résulteroit t 



€?== 



( , +çKi+ii) 



i -+- c m 



, et i — ■ 1 m * ; valeurs qui 

prouvent que i + i et 1 — d sont toujours positifs , et 
qu’ ainsi d est toujours plus petit que l’unité. Donc m° ■< m , 
t t par une raison semblable m°° < m° , m 000 < m 00 , etc. 

D'où 



Digitized by Googl 



Mémoire sur les T ranscendantes elliptiques. 65 
D’où 1 on voit que les termes , m, m " , m™, etc. , sont non- 
seulement plus petits que l'unité , mais qu’ils décroissent 
continuellement. Il en résulte par conséquent que la suite- 
n , n° , n°° , n 000 , etc. décroît plus rapidement que la suite 
c, c°, c°° , etc. chaque terme de la première étant plus 
petit que le terme correspondant de la seconde. 

A 1 égard des signes de ces coëfficiens , il y-a deux cas à 
considérer. i°.Si n est positif, ou qu’étant négatif il soir plus 
grande’, alors n° sera positif; il en sera donc de même 
de n °° , et ainsi tous les termes «° , n°° , ra 000 , etc. sans excep- 
tion seront positifs. Dans ce premier cas se trouve compris 
celui de n = ±c, qui donnera n° = c° , n"° = c°° , et 
ainsi à l’infini ; mais ce cas est inutile à considérer, parce 
qu alors on a vu dans l’article 38 , que la fonction H se 
ramène à la première espèce. 

2°. Si/i est négatif et plus petit que c’, soit«= — c’sin.’O , 
On pourra faire de même n° = — c°’ sin. 1 0° , et on trouvera 
que l’angle 0° est réel et déterminé par la formule 

tang. (0° — 0 ) = b tang. 0 , 

ce qui est la même loi, suivant laquelle <f>“ se déduit de $. 
Calculant donc successivement 0° , 0 00 , etc. d’après cette loi, 
ou aura n" = — c 0 ’ sin.’ 0°, n ao = — c 00 * sin.’ 0 00 -, etc. ; 
d’où I on voit que dans ce second cas tou* les n sont néga- 
tifs, et plus petits que les c’ correspondans , ce qui rend 
encore plus convergente la suit»- n , n°, n°° , etc. 

(42). Connoissant ainsi la loi de progression des coëiïi- 
ciens n , venons à celle des coëfficieus A et B. Soit pour 
abréger 

k - ** -4- * ” -4- n* 

et soit désigné par k° une semblable fonction de c° et n° , 
et ainsi de suite , on aura donc 

B° = k B, B 00 = kk° B . B 000 = kk° k 00 B etc. 

' I 
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Mais puisqu' à une certaine distance 1rs nombres c et n, 
qu'on peut désigner par cr et ne , sont assez petils pour 
être regiidés comme nuis, il est clair que à,“ est deris le 
même cas , et qu'ainsi on peut faire en toute sûreté Ile = o. 
Quant à la valeur de Ae , on trouvera aisément qu elle est 
donnée par la suite indéfinie 



Ae = A -H 1- 



1*15 



IJW’B 



+- etc. 



Suite très- convergente , et dont on calculera plus ou moins 
de termes . suivant l'approximation qu'on veut obtenir. 

Appelions toujours «> la limite des angles <J> , ^ , etc. , ce 

qui donne , après un nombre determes suflisant, (J>t*= 2 #* <t> , 
alors la valeur de H/* sera H** = a.r Ae 4>. 

(43). Il est facile maintenant de développer la valeur com* 
plète de il que donnent les translormées successives, boit 
pour abréger 



a=(A •+■ 7+T. *+* r^ 5 - 1 -etc.) (i-4-c°)(t +c”«),etc. 



i n 



et on aura 



H=a* 



■ + e 

a 



i •+■ n J i n r sut. *<p° 



î -f -r° i-4- f no ] / B * d ro«. Q oa 

a * a i +n" S » + « uu 

i -f-c° 1 4- c°° i -4- c OQO j n - <J0 O O ° co«. <p oo n 
a ’ a ‘ a i+*°V î-f- fl uuo iiû.' f 9 * 



— etc. 



Les termes qui restent à intégrer dépendent des arcs de 
cercle, lorsque tous b S coëfliciensn 0 , n °° , etc sont positifs, 
et dis logarithmes, lorsqu'ils sont tous nég tifs. Lorsque 
$ = qo° ou un multiple de qo° , ces intégrab s disparaissent, 
et on a simplement H= a «J , donc Ht = a, js. 
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Si oa fait n = o, on aura k = —, A° , etc., et la 
valeur de H s’accordera avec celle de G de l’art. 3o. 

Remarquez que la valeur de H se terinineroit, ainsique 
celle de lalimite A*, si quelqu'un des nombres Ar, A°, k°°, etc*, 
étoit zéro , ou si on avoit l’une des égalités n = — 1 -+- b » 
n° '= — 1 _j_ b° , n"° = — 1 -+- b°° , etc. Onconnoitdouc 
déjà une inBuité de cas où la fonction II peut se ramener à 
la première espèce. Ces cas sont ceux où en faisant n = 
— c*siu.* 0 , onauroit pour 0 l'une des valeurs qui satisfont 

a 1 équation F(0) = ■ - F 1 , p et v étant des entiers 

quelconques. 



Second moyen de transformation applique à la formule H. 



(44) Ce nouveau moyen con 
l’art. 3y, un nouvel angle <j> f tel 



• « 1 (1-4 - r) «in. A 

sin. <b r = - - - . — 



consiste à prendre , comme dans 



que 



Cet angle croîtra continuellement avec l’angle <J> , et ils 
coïncideront entièrement lorsque <f> sera un multiple de yo°. 
Faisons , conformément aux dénominations accoutumées , 
c‘ = ct = \/ ( 1 — c ,J sin.*$'), nous aurons 

sin * ô == ’~ A ', il 1_ 

valeurs qui étant substituées dans la formule 



h =/(A-t-riS^) 

donneront 



il, 

A ». 



h = h 1 — E , ■ r d *' - - 



la 



* 
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H' représentant f ( A' jÿ ) d * , et les nouveaux 

coëfliciens étant 



A’ = A + JL,B' = 



B(n* — g*) i (« — « )* 

ïb'Ci + c ) 1 • * n(*-t-e)'* 



Ainsi nous trouvons que la formule H dépend d une for- 
mule semblable H', dans laquelle c et n sont différens. Il 
faut examiner s’il y a quelque avantage à cette transfor- 
mation. 

A l'égard de c , le changement paroft désivnntageux , 
parce que c' étant plus grand que c, le radical A' diffère 
plus de l’unité que A. Cependant si on continuoit ainsi par 
des transformations réitérées, la limite des quantités c, 
c ' , c " , etc. étant l’unité , on prendroit cos. <£ pour le dernier 
radical A, et alors l'intégration pourroit s’effectuer par les 
moyens connus. Mais ce genre d’approximation, dont nous 
n’avons pas fait mention jusqu'à présent, n’est pas le plus 
commode, et il vaut beaucoup mieux que les transformées 
successives tendent à diminuer c. Or il est clair que cette 
diminution peut s’obtenir en renversant le résultat précé- 
dent, ou, ce qui revient au même, en l’écrivant ainsi : 

alors on auroit : 



sin. a — (' + e°tén. r H o -_/•/* o . _. B ‘ 

t a c° «o.' 9 J x A 

et les nouveaux coëfliciens seroient , 

n ° ~ (2 » + ï / « O ) i 



B° = ± B. 



A 0 es A 



\Z(h‘+bc*)» 

B 
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A cause du double signe rt, on aura à choisir entre d-mx 
transformées ; et il paroit convenable de prendre celle où n° 
sera le plus petit. Or, les valeurs d« /i" sont telles que leur 
produit = c' 1 ’ ; ainsi, on pourra toujours faire en sorte que 
dans la transformée , n° soit plus petit que c° , et cela quel- 
que grand que soit n. On peut donc obtenir le même avantage 
dans les transformées ultérieures; et ainsi, par cette mé- 
thode, on pourra trouver très-promptement une valeur de H 
aussi approchée qu'on voudra, sans qu'il soit nécessaire 
d’aucune préparation lorsque n est un peu grand. Cependant 
cette méth de a quelque désavantage sur la première, en 
ce que la valeur de n° est irrationnelle, et qu elle deviendroit 
même imaginaire si n étoit négatif et <c\ Un second dé- 
savantage de cette méthode, c'est que ne se déduit com- 
modément de <J» , qu'en employant un angle auxiliaire vj' » 
tel que sin. v^ = c sin. $ ; alors on a sin. tang. 



Troisième moyen de transformation , appliqué à la 
formule H. 

( 4 b) La méthode que nous avons suivie dans l'article ao, 
peu s'appliquer à la formule II ; il faut observer pour cela, 
que si, d'après l'article 17, on fait, 

• , , 1 — CO«. sJ/ 

Sin. $ , + */(, — in. 1 *)' 



on aura 



d <P j #/ 



: substituant ces valeurs dans la for- 
mule H de l’art. 40 , et faisant , pour abréger k — £ • 

on trouvera, 



TT r C A , B(i + » + «l- nkùn.'ÿ) } i 



■VH-ia+c 1 ' 






(n + l + ln) dÿ cm. ^ 



d 

><*) 

d ^ 
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La dernière parlie est intégrable par arcs de cercle et par 
logarithmes. La première est une formule semblable à H, 
dans laquelle . c est le même, et n différent. Cette nouvelle 
valeur de n étant nommée v, on auroit 



v 



** . (c* — w* )* 

1 — k‘ ^(n+iKN + ï 1 )' 



Il faudroit renverser le résultat précédent , pour en tirer une 
approximation semblable à celle qui a été indiquée dans 
l'article 20; mais comme cette méthode est beaucoup moins 
avantageuse que les deux précédentes , nous n'y insisterons 
pas davantage ; nous en conclurons seulement que si l'in- 
tégrale Il est connue lorque n = « , elie sera pareillement 
connue lorsque 



(f — v 

n («•+2«+cr— (c— «v' 



Et par le renversement de cette formule , on trouve que si 
l’intégrale II est connue dans le cas de n — G, elle le sera 
pareillement dans les quatre cas que contient l'expression 



— y Cdrv' 



C’est ce qu’on trouveroit aussi par la combinaison des deux 
premières méthodes ; car la première méthode donne , entre 

$ et <v> , cette relation , ^ , ou F ( c , <{> ) = 

F (c°, $°)t la seconde, en me! tant »]/ à la place de<{>, donneroit 
F(c, xji) = ( 1-+-C 0 ) F (c°, $°)î donc, parla combinaison 
des deux, ona F (c, <J>) = 7 F (c,t| 0 , ou ^ = ce qui 
est le fondement de la troisième méthode; et par conséquent 
toutes les conclusions tirées de cett* troisième méthode , 
sont renfermées implicitement dans les deux autres. 

Nous nous proposons maintenant, à l’aide de ces diffé- 
rentes transformations, de faire connoltre les cas où la 
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.onction elliptique H peut se ramener aux fonctions de la 
seconde espèce, et ne dépend ainsi que des arcs d'ellipse. 



Des cas où la fonction H peut se ramener aux fonctions 
elliptiques de la seconde espèce. 



(46) Les cas les plus simples 011 la réduction a lieu im- 
médiatement , sont ceux de n = — 1, n= — c' , n=±c. 
Voyez les art 10 et 3 q. Si donc, parmi les transformées 
successives qu'on obtient par l'une des trois méthodes ex- 
posées, il en est une qui retombe dans l’un de ces cas, on 
est assuré que la formule proposée, et toutes les autres 
transformées, dont le nombre est infini , peuvent se réduire 
à la seconde espèce , quelquefois même à la première , et 
ne dépendent ainsi que des arcs d'ellipse : d où l’on voit 
qu il est possible de trouver une infinité de valeurs de n 
réelles et imaginaires , exprimées en fonctions de c, qui 
donnent lieu à cet abaissement. C’est ce que nous allons 
déve'opp-r. 

Varia première méthode. D’une valeur de n correspon- 
dante à c, ou tire cette valeur de n° correspondante à c° : 



n°= 



H <* + <■’) 

( 1 -t - M 1 1-4- « ) 



Réciproquement d’une valeur de n° correspondante à c° , 
on déduit celte valeur de n correspondante à ç : • 

71 — |* n — C° rtv/ (a» + 1 ) («°-+-c o1 )| : 

voici l’usage de ces formules: 

Si dans la premi-re on fait n = — j, ou n = — c*, on 
n'a aucun résultat ; si on lait n=±c, on a /i° = = 

Ou n — c, ce qui n apprend rien de nouveau. 

Si dans la seconde , on fait /*•= — 1 , on aura n = 7^7*' 
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Le second membre est une fonction de c° ; il faut le rendre 
fonction de c , et pour cela substituer à la place de c* sa 

valeur ; on aura ainsi n = — 1 — b , ce qui est un nou- 
veau cas. Mais comme , en vertu de l’article 3g , on peut 
ne considérer que les valeurs de n plus petites que c , et 
réduire celles qui excéderaient c à la valeur , dans ce 
cas , au lieu de la valeur — 1 — b , on peut prendre 
ou — * b. C’est aussi ce qu’on trouveroit immé- 
diatement en faisant , n° = — c 1 , et il en résulterait, 
n — — 1 -H b. 

Le cas de n = — i -h b, peut conduire à une infinité 
d’autres. Faisons, dans la seconde formule , n° = — î -+-b° , 
nous aurons : 



— I -+- i“ — A* y/ ( 1 — > 



Il faut changer le second membre en une fonction de c 
ou b , et pour cela faire b°= c° = 7 ^ , ce qui don. 
nera 



n 



— (»—✓*) 



Ces deux valeurs de n en feraient connoître quatre autres ; 
par une nouvelle substitution , les quatre , huit , et ainsi 
de suite. 

Toutes les valeurs de n ainsi trouvées sont négatives, et 
plus petites que c 1 ; elles peuvent donc être représentées par 
la formule n = — c’ sin.’ 0. Kous avons déjà remarqué dans 
l’article 43 que les valeurs qui rendent nul quelqu'un des 
termes n -t- î — b , n° + î — b° , n°° -+- î — b°°, etc. , 
rendent nul aussi quelqu’un de ceux de la suite A, A 0 ,* 00 , etc. 
et ainsi dans tous ces cas la formule générale de l’art. 43 

se 
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se terminera d elle-même , et la fonction H sera réduite à la 
première espèce. 

Soit encore dans la seconde formule n° = c° , il en résul- 
tera n = ± c , ce qui n'apprend rien de nouveau ; enfin , 
soit n r> = — c ’ , et on aura pour nouvelles valeurs n = 
— c‘±/ye/ — 1 , doù il en résultera une infinité d'autres 
par des substitutions réitérées. 

En général ou voit que chaque valeur de n négative, et plus 
grande que c 1 , en donnera deux imaginaires; chaque valeur 
posiiiveen donnera deux réelles, l'une positive et l’autre 
négative. Mais nous 11e connoissons encore dans les valeu fs 
positive s que le cas de n = c , qui n'en fait pas connoitre 
d'autres : les autres méthodes vont en offrir de nouveaux. 

(47) . Par la seconde méthode. D’une valeur de « corres- 
pondante à c , ou tire cette valeur de n" correspondante à c° 

Réciproquement d'une valeur de n° correspondante à c° , 
ou tire cette valeur de n correspondante à c : 



Soit dans la première formule n = c , et on aura n n = 
c Q~^rp-y> mais il faut changer le Second membre en 
fonction de c® , et pour cela faire c = , b = La 

substitution faite , on ôtera par-tout l'indice o, et on aura 

n=t./ c .\ 1 -+-/ c — {/(i-i-c)}'. 

Si on eût fait » = — c , on auroit trouvé cette valeur de n 

n = — 4 y/c. \ 1 — /c — / ( 1 -+- c) |*. 

Ces deux nouvelles valeurs sont moindres que c , et chacune 

K 



"1 
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des doux eu peut fournir une infinité «1 autres , tant par la 
formule de cette seconde méthode que par celle de la pre- 
mière. 

(48). Par la troisième méthode, c restant le même , si v 
est une valeur de n , 011 en connoîtra une autre pur la 
formule , 



4 < » -*- i)(r 4- f 

et aussi une autre , par l’inverse de cette formule , qui 
donne , 

— t/ ( 1 *+- y ) — 1 
n = 

\/ ( 1 •+• 7 )-+- 1 

Dans celle-ci on peut mettre — à la place de v, te qui donnera 
pour troisième formule, 

± y/ ( 1 -t- v ) — 1 

V 7 ( 1 "WO - * -1 

Cette troisième méthode est, comme nous l’avons déjà re- 
marqué , une suite des deux autres ; niais «lie est plus 
commode pour l’objet actuel parce que la valeur de n est 
exprimée immédiatement en fonction de c , et qu’il n'y a 
point de réduction à faire d’une fonction dec° à une fonc- 
tion de c. 

J .a première formule ne donnant rien dans les cas les plu* 
simples , passons à la seconde , et faisons v = — 1 , il en 
résultera n =± h — 1 , ce qui est uue valeur déjà connue. 
Faisons ensuite v = b — 1 dans la troisième formule , nous 
aurons 

± y /h — 1 
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valeur qui a été déjà trouvée parla première méthode , mais 
moins immédiatement. On pourrait y changer le signe de b , 
ce qui donnerait deux nouvelles valeurs imaginaires. 

Soit v =. — c’ dans la seconde formule, ou v = — 1 dans 
la troisième , nous aurons n — — c 3 ± b c \/ — 1 , ce qui 
est un résultat déjà connu. 

Enfin faisons v — c dans la seconde ou la troisième for- 
mule, et nous aurons 

±\/ ( \ -4- c) — î 

valeur qui revient encore à celles que nous avons trouvées 
par la seconde méthode. Si on eût fait v = — c , on aurait 
trouvé ces valeurs imaginaires , • 

_ — c )~ 1 

✓( 1-7-)-+- 1' 

Il est inutile d'entrer dans de plus grands détails , et on 
voit que par la combinaison de ces formules , on obtiendra 
une multitude infinie de valeurs de n exprimées en fonctions 
de c réelles ou imaginaires , au moyen desquelles la formule II 
pourra être débarassée du dénominateur 1 -t- n siu. 3 <J>, par 
une ou plusieurs transformations convenables, etqui peuvent 
s'effectuer par les méthodes précédentes. Ainsi cette fonc- 
tion elliptique de la troisième espèce peut se réduire , dans 
une infinité de cas , k une fonction de la seconde espèce, et 
ne dépend alors que des arcs d'ellipse. 

D'une autre manière dévaluer le s fonctions elliptiques. 

1 ( 4 q). Il peut être nécessaire dans plusieurs cas , sur-tout 
dans les problèmes de mécanique , d'exprimer par la seule 
variable $ les fonctions ^elliptiques dont çes problèmes dé- 

K 3 



y 6 Mémoire sur les T ranscenrfantes elliptiques. 

pendent. Alors le développement se fera de la manière 
connue ; mais les méthodes précédentes serviront toujours à 
simplifier la détermination des coëfilciens. 

Considérons d’abord la fonction F = /'—■ , et supposons 

-—= A — 3 Beos. 2 <h •+• 4 C cos. 4 — etc. , afin qu’il en 

résulte 

F=A<j> — B sin. 2 $ -t-C sin. 4 $ — D sin. 6 (jn-etc. 

11 s'agit d’avoir le plus simplement qu’il est possible , les 
valeurs des coëfliciens A, B, C: etc. Or, par un premier 
développement, on a -L = i -t- ~ c’sin.’Ç + Iti. c 4 sin. 4 

-+- etc. ; ensuite mettant an lieu des puissances des sinus 
leurs valeurs en cosinus linéaires, on trouve une suite de la 
forme supposée , dont les coëfliciens sont : 



A = 


i-H-c 1 -+-^-2 c- 4 H- 1 ’ * * 5 
^4 ^ 4 . ni ^ 4. ib. 3 b 


r* | ’• » î5 <9 S 

C ^ 4 - ib. 3b. t>4 C 


-t-etc. 


B = 




+ 'S S 


-t- etc. 


C = 


» s -+- -^ s 


.t.è§ 


H- etc. 


• D = 


.8 * 


-t- -*-s 
31 


-H etc. 




etc. 


etc. 





Dans chaque valeur on a désigné par S le terme supérieur 
de la valeur précédente, et par ce moyen la loi de ces suites 
est assez facile à saisir. Les multiplicateurs à employer pour 
passer d'une ligne a l’autre, sont en général — 'L ^ ^ 

(n + ,,T»+'î) * nrrrf (ÎTh) » etc - ; celle loi ne servirait pas 
à déduire B de A , mais elle servira à déduire C de B, en 
faisant n = î , D de C , en faisant n = etc. On pourra donc 

par ces suites calculer effectivement les valeurs de A , 
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B , C , etc. ; mais lorsque c diffère peu de l'unité , il faudrait 
calculer btÿuicoup de termes pour avoir une approximation 
médiocre. 

( 5 o). La valeur de — étant multipliée successivement par 
dty, d$ cos. 26, do cos. 46, etc. , puis intégrée depuis 
<|> = o jusqu'à 6 = go° , donnera , 



a *■ /■ J 9 n * r d P rnl - * P 

A - a J a » ü a J A > 



lC .i= s /*^,etc. 



Ainsi chacun des coëfïiciens A , B , C , etc. se trouve par 
une intégrale définie, et ces intégrales ne dépendent que des 
quantités Fi, El. On a d'abord pour les deux premiers 
A ~ = F 1 , et B y =-^-(F 1 — E i ) — F 1 , et en substi- 
tuant les valeurs de Fi et E 1 ( art. 27 et 3 i) , il en résulte 

A = ( 1 -t-c°) ( 1 -t- ) (1 -+- c °°°) , etc. 

B e» , c° c n9 , c" C»” C°°° , , • • • («)• 

X=T-*- -4- H s - * tc - 

Ces deux premiers coëfïiciens étant trouvés , on peut en dé- 
duire tous les autres; car eu comparant la différentielle de 
4 - a vec celle de sa valeur , on obtient 

2. 3 C = 4 B (xt 5 ) — A 

3 . 5 D =i 6 C(^ 4 -) — 1. 3 B .... (6) 



4.7 E = 56 D( *' 4 t^-) — 2. 5 C 
etc. 

Cependant ces équations ne seroient pas d’un usage bien sûr 
si c étoit très-petit ; car il faudroit supposer A et B Cidculés 
avec une extrême précision , pour que les erreurs ne devins- 
sent pas bientôt fort considéraldes sur les autres coëfïiciens. 
Dans ce cas, on pourrait employer les suites de 1 article 
précédent ; mais il vaut encore mieux se servir des mêmes 



' 
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«'quations (G) dans un ordre inverse. Par exemple, si l’ap- 
proximation dont on a besoin n’exige pas qu'on aijle au-delà 
du terme D , on pourra négliger E dans la troisième des 
équations (6), et il en résultera le rapport de D à G. La 
seconde fera connoitre celui de C àB, et la première donnera 
celui de B à A, ce qui pourra servir de vérification. On voit 
dès-lors que tous lescoëfticiens seront connus, jusqu'à celui 
qp'on se permet de négliger. Au reste, le coefficient A est 
celui qu’il faudra toujours déterminer avec le plus de pré- 
cision ; car A<& est la partie principale de F, celle qui 
augmente indéfiniment; les autres ne sont que des inégalités 
ou équations de cette valeur moyenne. 

(5 1 ) . Les fonctions ellipt iques de la seconde espèce , pouvant 
être représentées par la formule G —f ( « -+- 6 cos. 2 ~ > 

il est aisé de voir qu-’on a 

G = * [ A — B sin 2 ^ -f- C aio. 4 $ — D mm. C <p etc. ] 

mf n . /A -f . Iî-f 3D , /a C-4-4 _ *t 

— ■« |^B ç — Q — - — J un. a ç n — un. 4 0 — Q [>“y ,in ’ 6 f + «tc.J ; 

ainsi ce développement ne présente aucune difficulté nou- 
velle, et s’exécute par les mêmes coëfficiens. 

A l’égard des fonctions de la troisième espèce , il suffira 
de considérer la formule H = f — 1 . - ■ : or , si on 

1 -f- R SI11. Il • 

suppose 

11= M <{> — N sin. 2 ^-f-Psin. 4 Ç’—Q®' 10, 6 $4- etc. 

et qu'on différencie chaque membre , il en résultera une 
valeur de A- , qui , étant comparée à celle de l’article 49 » 
donnera , 

N= — — M), 

2 P = — a N — M + -(B — N ) , 
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3 Q=— 4 P— Nh- 4 (C— P), 

4R=-6Q-2P-v^(D-Q), 

etc. 



D où il suit qu'en supposant toujours A , B, C, etc. connus, 
il suffit de déterminer le premier coefficient M, pour en 
conclure tous les autres. Or, on a , par l’art 43 , 




+n 



1 -t- » 



k *° 

7 +/.“ 



-t- etc.] : 



On pourrai raussi déduire M de A, B, C , etc., car onconnoit 
la formule = 1 -+-2 a cos. 2 O H- 2 a 5 cos. 4 O-f-etc., 
dans laquelle a — | ~ | : multipliant cette formule 

par ^ , et intégrant depuis <j> = 0 jusqu à Ç> — go° , on aura, 



M/(i-t-n)=A — îBa + ^Ca? — 6D a 3 -+-eic. 

( 52 ). Il neresteroit, pour faciliter cesdétermi nation s, qu’à 
construire une table des valeurs de A et B , ou de leurs lo- 
garithmes, pour différentes valeurs du module c ; ce qu’on 
pourroit faire aisément par les formules (a). Il conviendroit 
de représenter chaque module par le sinus d’unangle,et alors 
le complément du module répondroit au complément de 
l'angle. Soient A et B les nombres du module sin. 0 , A' et B' 
ceux de son complément cos. 0 , alors , suivant le théorème 
de l'art. 87 , on aura cette relation , qui pourra servir de 

vérification continuelle = 1 psin.’O — pcos. 1 ©. 

Voici un léger essai de cette table, qu’il faudroit éiendre 
davantage , mais qui ne laissera pasd'être utiledans plusieurs 
occasions, et qui d'ailleurs a été vérifiée avec soin. 
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Log. de A. 


Log clé B. 


du 

Module. 


Log. Je À. 


Log. de B. 


6 otl- 


Zéro. 


lui. né|. 


90 d. 


lllf. JH». 


lnf. pos. 


fc 1 


o,oOv>o 53 l 


5,6807199 


*9 


o,G 3 ) 07 î 5 


0 , 3391^0 


S 3 


0*000 1 .-ai 


J 


88 


0. 1 7* >907 4 


0,2 ,21*870 




0,00029?* 


6,555 JojG 


87 


o, 4 4 i:> 5»2 


0,17 ,2 |1 l 


js <, 


0.001 1920 


7, » 38 i 5 ’O 




0 , 5 * .1 0954 


0,0280 ,7 • 


$ f ) 


0,00268 


7,493» #65 


81 


o, 3 i 6 ,716 


9191754: i 5 


8 ''n 


0,00., 78 \ t > 


7 ,74-0016 


7 » 


0.2778878 


9 , 8 l 297 |- 


R 1 5 


i>, 0074'|55 


-,04 >3 \ r*o 


~S 


o.a ,60661 


O.-' 1 - |7 s 


il 


o.oio-S 28 | 


8,10 a 5-6 


7 » 


0.1882 .3 


9 ^, 5 -<- 7 o 3 


mm 


0,014-969 


8 ,ï 49 " 1>!8 


,: 9 


0,1949919 


9 ,> 8 i?i 3 o 


24 


O.Otq , O'J 


8,"- . s.429 


(»<; 


0 , 1-38201 


9 , 5 * 8>2'»2 


a? 


o.oijli()Si 


8; ( 8 ., 5 â<Si 


1.3 


0,1 5.(8167 


9* i 5 <oÿ 65 




0, 0*067 >3 


8 6860288 


' fo ' 


0,13763*7 


«y # 5 to 82 - 8 


33 


0.0 573' .48 


8,* --99(08 


s 7 


0,12201 83 


9,295 ’,a ,4 


36 


10 

0 

* 

-r 

0 

6 


8,7679534 


Si 


0,1077813 


9,3, |R 5 .V> 


So 


O,n5"o20o 


8 , 85 1 i 53 o 


5 i 


0,094-7.47 


q,t 536 1 3 | 


4 * 


0,0610766 


8 ,<i 3 o 5 q» 4 


48 


0,082' >8 1 2 


9,081 1882 


45 


0.0-200-4 


9,0070451 


4* 


0,0 30074 


9,00-0 5 i 



Pour faciliter la construction de cette table, il est bon de 
remarquer qu’ayant exactement A = ^-~-A.°, on a à-très- 
peti-près-^- = — v/A°, et cette valeur ne pèclie, en excès, 
que de la petite partie T7<f ni . D’où il suit que l'erreur ne sera 
pas d une unité dd< înialedu 7' ordre , tant que c sera au- 
dessous do sin. 52 ° 40' , et avec la correction on peut sup- 
poser c sensiblement plus grand. Or , comme la valeur de 
A se calcule par des facteurs successifs dont ■ est le 
premier , on connoitra immédiatement , par le calcul de A, 
la valeur de log. A», et ainsi on aura B d une manière très- 
prompte. On peutaussi profiter delà même propriété au -delà 

delà limite fixée; car on a également A = > 

et de là il s'ensuit, avec encore plus d’approximation, 
i = -+-qpv/^ or> )t va * eur <I U > ne tromperait que de 

deux unités du S'’ ordre , si on avoit c — sin. 84°. Or , il n’est 
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pas nécessaire d'aller plus loin, ni même aussi loin , parce 
que quand c est si près Je l'imite, i! y a il'aulres formule s 
plus convergentes, dont il est à propos de se servir pour 
calculer A et IV 

Lu d> s premiers usages de ces nombres consiste à déter- 
miner les fonctions F 1 et E 1 par les fn; mules F 1 = p A , 



F t V\ y c*( A -t- B). Ainsi dans le cas où c n’est 

pas trop près de l’unité , on a à la fois F i = ’ (1 -t-c°) A®, 
et E i = J . ~ ( i -c- c 01 — c m y/ A’ )■ Mais pour cet ol jet 

il est a us J court de se servir de la formule exacte 



Ei 




etc. ^ 



qui est la même que celle de l'art. 3 1 ; ruais sons une autre 
forme. Cette formule cependant ne serc.it pas d'un usage 
commode , si c étoit trop près de l’unité. Dans ce cas b 
sera très-petit, et il faudra se servir de la formule F.i = 

i -+-4&*(log. A 7 ) ‘h— dr b* ( log. 'I — 44 ) •+• etc., formule 

que nous avons démontrée ailleurs , et qui meneroit très- 
promptement nu résultat. Il est donc à propos d’avoir des 
formules semblables pour calculer A et: B dans le cas de b 
très-petit; ces formules pourroient sc déduire Je la valeur 
de E i , et des autres relations connues; mais voici un moyen 
direct d'y parvenir. 

( 53 ). On peut déduire des valeurs de A et B développées 
dans l'art. 4 q i ces deux équations B = A — à ( ~ c ) ~ , 
c ( i — /A. c de. La première fait voir comment B 

6e déduit de A; l’autre étant différentiée donne, 
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Comme nous voulons développer A suivant les puissances 
de b , il faut substituer dans 'celte équation \/ ( 1 — b') au 
lieu de c, et elle deviendra , 

O — 1 )~d¥ + — — To— A = ° • • • •(*>• 

• 

Il arrive donc , ce qui est fort remarquable , que l’équation 
est absolument de la môme forme par rapport à b ou par 
à c; d’où nous concilierons qu'on satisfait à l'équation (d) » 

en mettant an lieu de A la valeur A'= î -+- 
Cette valeur A' n'est pas celle que nouscherchons( puisqu'elle 
répond au complément du module), mais elle y conduira. Soit 
A= A' p , la substitution dans l'équation (d) donnera , après 
les réduction» ordinaires ,p = af Développant 

cette valeur en série , et déterminant la constante a par 
la valeur connue de E î , on aura 



AA=A'[log.|-^-^^-S^-etc.]. , .(O 



Formule très-convergente lorsque b est très-petit , et qu'il 
conviendra d'employer lorsque c sera au-dessus de sin. 8o° , 
ou b au-dessous desin. io°. Dans la construction d’une table , 
on a cet avantage , que A' est déjà calculé pour un petit angle , 
lorsqu'on calcule A pour son complément. Il' n’est pas néces- 
saire, pour l'objet de ces approximations, de continuer plus 
loin la suite (t), cependant la forme de l’expression étant 
connue, on trouveroit facilement, d'après l'équation ( y ) » 
cette loi : 



*. a = iog. 1 ■+■• 7 0°g- 4 — 1 ) ■+■ rrs i4 ( lo g- 1 — : >— ri ) 






. . . (0 



etc. 
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où il faut observer que les fractions * seront suivies 

d ' e 4l> 5^1 el:c - Coimoissant A on aura B , soit par la 
formule 



— B 



= (A’+»4^-)(log. 





t 




•(*) 



( dans laquelle , à la place de A' -H z b , on peut mettre 
- » ou sa valeur développée i -+- A . 5 //■ ^ q^cic.), 

soit par la suite 



.^.b = _»a- + io I .A + .' .5S-(iog.A-i) + iç-j £ 9 *(W 



I:es autres coëfficiens C, D, etc. se calculeront parles équa- 
tions ( 6 ), dont l'usage est sûr et commode dans le cas dont 
il s’agit. On voit au reste que la combinaison des équations 

( U ) et ( e ) , mènerait directement à l'équation , = î — 

\ c* — *, b 2 , qui est le théorêifte de l’art. 5 j. 

Enfin , pour parvenir à une relation d’un autre genre , si 
on considère la suite des fonctions F i -, qui répondent à la 

suite des modules c" , c’ , c, c° , c°° , dont le 

moyen c = sin. 40 0 , on verra aisémAit que les fonctions F 1 
et F 0 ont des modules complémens l’un de l'autre, ainsi que 
F" et F°°, etc. On aura de plus F' = 2F 0 , F” = 4 F°° , etc. 
De là et des formules précédentes , il suit que rt est . égal à 
la limite des quantités log. ■— , a log. ^ | log. -pvr , etc. , et 
dès le 6 e termè'.cette approximation équivaut à cent déci- 
males au moins. s . 

De la surface du cône. oblique. 

( 54 ). Soit le rayon de la base = 1 , la hauteur du cône —fj 
la distance entre le centre de la base et le pied de la perpen- 

L 2 
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dicuîaire —g, l'angle au centre entre la ligne g, etttn rayon 
- quelconque = o , la partie de la surface du cône qui répond 
a l’angle o sera, 

c=/: do v/ ry'-t-fi — ^cos. ©)*]. 



l’our réduire cette intégrale à la forme ordinaire, fusons , 

-, m -f- ro*. A . l / f ' — m N» 

cos o = — ou ta n^. o — \ < — — ) tan g. — C*, e t 

prenons l'indéterminée/», de manière que y 1 m—f— ( 1 — m g) 
( m — g) = o, ce qui donne 



m 



! ^-»'[< î± sr !C )'->]. 



faisons de plus . c 1 = — r , nous aurons la trans- 

1 J -r ('6 — m) ’ . 

formée , • •* 

C = 7 ( 1 — W’) V C— ) f 

• v f V \ m J J ( i -f- m cot. Q)* 9 



formule où m est plus petite que l'unité., comme il est 
nécessaire pour que <J> soit réel, et où on peut remarquer 

t que\/ (JL) est la moyenne arihmétique entre la plus grande 
et la plus petite distale du sommet à la circonférence de la 
•lase. 



Si on fai t m a i n t enant pon r a bréger , 0=7(1 — m’) ‘ Z \/~* , 



on aura 



1 



Z = 



— m A sirt. (% 



.9 *• m J ro#. <p 

1 - 4 - m col. y J ( 1 — »' cm.' Ç) A ^ J ( 1 — 

De ces trois intégrales, la première se réduit « un arc de 

1 c ain. <p 

cercle ; car, soit tang ï, = , l’intégrale sera 

, - i • * , 

/t \ 77 7. Si on fait ensuite, — n, quantité 
V v . 1 — m >• V m » — m- 



J f 



/ c* tin.* 

a 



p 



1 
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positive, les deux autres intégrales pourront se mettre sous 

la forme, 

'* • Ü+/A,/*, 

, ^ i -f- « siu. ÇA •' * 

3bit donc comme à 1 ordinaire, E=yA </<£>, H=y 
et on aura, 



Z 



— m A «in, Ç 
i -f- m coi. ç 



Iv/"» 

l — *C)- 



+-E+H. 



Dans le cas du cône entier, on aura simplement Z = 4 £ » 

■+■ /, H i . 

La quantité H est une fonction elliptique de la troisième , 
espèce, qui ne peut se ramener en général aux fonctions 
de la seconde ; ainsi la surface du cône oblique est une trans- 
cendante supérieure aux arcs d’ellipse; mais elle est comprise 
dans les transcendantes elliptiques, et elle jouit par consé- 
quent de leurs propriétés , c’est-à-dire , qu’on peut comparer 
une infinité de portions de cette surface, de manière que 
leurs différences combinées soient déterminables par des arcs 
de cercle ; cnr ,4 cause de n positif, les logarithmes n entrent ' 
pas dans cos comparaisons. 

On peut assigner une infinité de cônes obliques dont la 
surface soit déterminable par arcs d'ellipse : il faut pour cela 
que n soit égal à l’une des fonctions de c, au moyen desquelles 
nous avons- trouvé que la fonction II peut s abaisser à un 
degré inférieur. La valeur do n devant être positive,, le cas 
le plus simpleest celui den=c, quidunueroit t £=v/( r_ '~ c ’}> 
f—\/ (c — c 1 ); de sorte que si on a entre les lignes, f, g, 
et le rayon de la base î ou r, l’équation 

(f 1 -+- £’)’ = 2 r* (£* ~ J"> »■ 

la surface partielle ou totale du cône pourra se déterminer 



86 Mémoire sur les Transcendantes elliptiques, 
par les arcs 4' ellipse ; on trouve par exemple que la surface 
totale =: — + 2 E i — (î — c ) F i. 

Le développement de la surface du cône oblique sur un 
plan , produit un secteur dont l’angle se détermine par la 

for-mule • «- r 

• » 

v p dus/ r f % (i — » CQ«. , 

J » 4*/' a^co*. u 9 



ou par sa transformée 






J<p 

Mru* 0* 



Cette quantité dépend donc toujours des mômes transcen- 
dantes; mais elle est un peu plus simple, parce qu’elle ne 
renferme qu’un .seul terme qui se rapporte aux fonction? 
elliptiques de la troisième espèce. Dans le cas particulier 
dopt nous avons fait mention , l’angle total du secteur seroit 
n -+- 2 ( t — c)Ft. 



De quelques formules générales qui peuvent se 
aux fonctions elliptiques- 



ramener 



(54). La nature des transcendantes elliptiques étant con- 
nue et approfondie , il importe de ramener à ces quantités 
le plus grand nombre de formules intégrales qu’il sera pos- 
sible. Comme la multitude en est inlinie et aussi variée que 
les substitutions qu'on peut mettre en usage, nous noüs 
contenterons d'indiquer quelques cas où cette réduction a 
lieu. 

i°. On peut réduire aux fonctions elliptiques l'intégrale 
f (a +ç y x-+t x ~ ) • dans laquelle P est une fonction ra- 

tionnelle de x. 

Car si on fait x' = z, on pourra supposer P =? M-t-N \/z , 
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M et N étant des fonctions rationnelles <Je z , et lintégrale 
proposée deviendra , 

C ;M J, r ÏJSJ: 

J ^ ( mi -f- + J y/ ( *-+■ g* -t-y **-f- ï **) 1 

dont les deux parties sont comprises dans les formules ellip- 
tiques. 

Vdx 

a 0 . Toute formule f + dans laquelle P 

est une/onction rationnelle de x , peut se ramener aux fonc- 
tions elliptiques. 

Car on peut toujours faire P = M -+- N x , M et N étant 
des fonctions rationelles paires de x. Considérons la partie 

N xdx 

et faisons $/ ( a -H éæ 1 -t-y as 4 ) = z , ce qui donne 



- g+v'tC— 4«v + 4y**) 

*> = — 

il est clair que par la substitution de la valeur de x' , N xdx 
ne contiendra d’autre radical quev/f® 1 — 4 a Y i *~4Y z ‘) > 
donc toute la difficulté se réduira à intégrer une quantité de 
la forme 

Q m' d t • 

v '(C' — 1 «y+ 4 yi') ’ 

dans laquelle Q est une fonction rationelle de z 4 . Quant à la 
partie 

M dz 

si on fait £/( a-i-bx 2 -+-y x*)=xy , onaura 



a? 



— g-f-y/’tg' — 4 « 



» d_x XX' y djr 

*j \/ ( C* — 4 *v+4*y) ’ 



) 



Digitized by Google 



/ 



83 Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. 

d’où l'on voit que la trau s formée en y cont : eiidra encore une 
partie entièrement ialio.ieite, ci une de la. forme 

Hr*rfr 

v' < » - Ortie; 1 )’ 

* i 

.1 éWtH' une fonction ratioiii i’e de y*. Donc la formule pi o- 
J es V est toujours reductibic aux idnclioDS elliptiques. 

e". On rv.ioiuiroit absolument tic lu même manière 
ta formule /l’i/.r v V((H.(i.f’-|-y.r 4 ), P étant nue fonc- 
tion ratio tu ils de x. 

CYs.dinx ers comprennent la formiiley’P </x(a-+- 6a: 4 
-*-y et aussi la formnlo/’Q dy(« -+• 6^-t- y •>-=) — 

où ( y > 'ît un: fonction ration elle de y ; car en faisant^ ==&*, 
ceiie oeriiu re retombe dans les deux autres. 

4°. On peut réduire aux fonctions elliptiques la formule 
fï*dx f c* -+- o.r 5 )±; f P étant une fonction 

ration e/ le de x. 

Cette rédnrt ion peut se faire de plusieurs manières; d’abord 
on peut faire l’une ou l'autre des suppositions 

y ni n H- 6 *-+- y x’-i- Cx) — $/ a -frr, 

V ' (a -t-O.r-4- y a? -t-d.t’) — xÿ' ô + s, 

et les trnnsf rmfes en s seront comprises dans les fonctions 
elliptiques. On peut aussi faire disparaître à volonté le coèl- 
licient a ou le coefficient c? sous le radical ; il faut faire pour 
cela x = ni -4- r , ou x = m + ÿ , et prendre pour m une 
racine réelle de l’équation a -t- 6 m -t- y m* -t- d»i î = o. 
Supposons qu’on a fait disparoitre de celte manière (î, alors 
on fera Gx-t-ya: 1 ) = z, ce qui donne 

__ — * + \/ ( & — 4 * y ,+ 4 y 1 
‘ — Ty * 

et en substituant cette valeur dans la formule proposée , 

toute 
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toute la difficulté se réduira à intégrer une différentielle de 
de la forme -r-r k — ^ Jt . , — r , O étant une fonction rationelle 
de z. 

5°. On peut réduire aux fonctions elliptiques la formule 

f ~i 1 — : — : — - >- T-: rrr — -n, P étant une fonction 

rationelle de x. 

Car si on fait x’ -4- 1 ~ x z , cette formule deviendra 
d'abord . ' > 



/ 



P * -tf X 



y/ — a) + y;-f- f ] 



ensuite la valeur de x, qui est jz ±7 y/ (2’ — 4)> étant 
substituée dans P , il est clair que le résultat sera de la 
forme M ± N y/ (z' — /j ) , M et N étant des fonctions ratio- 
nelles de z. De plus, on a ,r + 1 = -r; y/ ( z -4- 2 ) , x — 1 
= ± r / (z — 2); de là résulte 2 x~;= y/ (2-4-2) 
q=y/ (z — 2) , et 



\dx = 



1 






V'I*— a) ’ 



donc la transformée en z aura tous ses termes intégrables 
par les fonctions elliptiques. 

6 ®. Enfin on peut intégrer de même la formule 
[f WAZ + yr .+sy+ rS + i7 )> P ébuU une f onctMrl rationelle 

de y. • •> ’ " ' ' 

Car si on fait P = M -4- , M et N étant des fonctions 

paires de y , et qu’on appelle le radical R , la partie -'j'—ren- * 
trera dans le cas précédent, en faisant a = o'etj* = x. 
L’autre partie N se réduit pareillement à une fonction 
elliptique, en faisant y* — x. . c . - ; ’ 
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EXEMPLE. 



(56.) Soit proposé d'intégrer la différentielle 



J J X 

< l — 3 xx)‘ 

On fera ÿ ( 1 — 3a:a:)=i — ~ , ce qui donne x = 
— ( 1 -t-zz ) -y/ (z?-\- 2 z* — ÿ), et la transformée sera 



d TI' î('— «•)< *« i__ s** + 1 j, 

(»+»*)( s*'— o *7= S »'+»»*— ^cîx'+ex 1 — !)• 

La première partie est rationelle ; la seconde semble devoir 
te décomposer en deux fonctions elliptiques de la troisième es- 
pèce, à causedesdeuxfacteursdu dénominateur Sz^-y-az’ î . 

Mais en examinant la chose avec plus d'attention , on trouve 
qu’en faisant y/ (5z* -t- 6 z* - , ) ;= pz , la seconde partie 
de la valeur de d II devient — -£l- Ainsi la différen- 

tielle proposée peut être intégrée absolument sans fonctions 
elliptiques, et elle se réduit à l'expression rationelle. 



dU 



:t«— r)d. 



(*+*'){ Sx-— 1 ) J/3V-4' 



L ne pareille simplification aura lieu en général pour la 
formule 



r ty i 1 - »)/! 

J (yr+ir -*-«)✓<• -y-îx'+y**) > 

car ai on fait le radical —pz, cette formule deviendra 

■f p — c + 1 ’ réduction assez remarquable et analogue à celle 
des articles 38 et 39 . 
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Des transcendantes contenues dans la formule 



f 



xp—' dx 



v 7(i — x n ) n -i ’ 
x = O jusqu'à x = 



qu'on suppose intégrée depuis 

1 . 



Euler a considéré cestranscend mtesd.nslechnp. IX, 
tome I de son Calcul intégral, et il en a démontré un grand 
nombre de belles propriétés. Désignons avec cet auteur 
la formule dont il s'agit par le caractère J , ce qui est 
commode pour comparer diverses formules de ce genre , dan9 
lesquelles n est le même ; nous aurons d'abord £ y "J = £ — J , 
première propriété, qui fait voir que les nombres p et q 
peuvent s'échanger l’un dansl'autre. On a ensuite <*> 

F+~ï' L ^3 > *1 suit T 1 ® ^ es formules [ ] peuvent 

toujours se réduire à des formules de la même nature , dans 
lesquelles p et q ne surpassent pas/»; ainsi on pourra tou- 
jours supposer que p et q ue surpassent pas n. Dans le cas 
deÿ = n, on a exactement £ -y- -b- , et dans le c..s ùep -\-q { j) 

= n , l’intégrale £ y J ne dépend que du cercle, et on a gé- 
néralement 



r-v]=[.-^i= 



f4> 



n sin. — ' 



Ces deux cas sont les seuls où l’on puisse déterminer exacte- 
ment la fonction [yj; tous les autres offrent autant de 
transcendantes supérieures aux arcs de cercle , et il s'agit 
de réduire ces transcendantes , pour chaque valeur de/», eu 
moindre nombre possible. On a pour cet effet l’équation 
générale [£] [— = £*] qui a lieu quels que ( $) 

M 2 
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soient p , q, r, et qui en fournit plusieurs autres, attendu 
qu'on peut renverser chaque expression. Par le moyen de 
cette équation , on peut, pour chaque valeur de n , former 
un tableau de toutes les valeurs de £ y J , où il ne pestera à 

déter miner queles transcendantes [^-p— J , [— j-\] , [ —f^J> elc - 
dont le nombre est ^ —- i , si n est pair , et - , s'il est im- 
pair. Nous renvoyons pour les démonstrations à l’ouvrage 
d'Euler. Voici maintenant quelques autres résultats sur le 
même obj it. • 

(f> 8 ). Suivant l’équation (5) on a [^-] [ H r J^zr < , ] ~ 

t=î=;] m . « [.-4—] c=a- 

Multipliant ces deux équations , et mettant les valeurs con- 
nues par les üunnules (3.) et (4) , on aura 



(G> 



ftsin. (p-+-q) ~ 



( 7 ? 






UJL ““ îJ n(n-p-q) sin.^sin.i^ 

d’où il suit que la formule [ 7 ^] P eut toujours se détermi- 
ner par la formule [ > 1 u ' en est en «fuelque sorte le com- 
plément. On a en particulier . i 

r« ancot. — 

la J L»-a J n(n—za) 



nasin. 



L'équation ( 5)donne encore [ ] = [ 7=7 ] [7 ] 

ou en mettant les valeurs connues 



O’ 






■7 '• 
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Il résulte de celle-ci 



[v][^] = 



• a w 

an siu. — 



(10) 



(•>) 



et combinant ce résultat avec l’équation (8) , on aura : 

L a -i r n — * a~\ m <x 

-] = [-Ï-]- 2 cos. -. 

D’où l'on voit que les formules [7^]’ [ "-,** ]> [-7-7*] > P eu " 

vent se déduire immédiatement de [-f-]’ 

( 5 g) Venons aux transformations par lesquelles on- peut 
connoltre plus précisément la nature de ces fonctions. La 
substitution 1 — x"=y" conduit à l’équation (1) ; la subs- 
titution 1 — x n = x n z n donne une transformée rationnelle 
lorsque p -+-q = », et il en résulte l’équation (4) : dans le 
cas où n est pair, et où l’on a. p-\- q = 7 », cette même 
substitution donna la formule 

Tl n — fl- | r ' d Z 

L a -I J t/(t -t-z») ’ (1») 

laquelle doit être intégrée depuis z = o jusqu’à z ■= 00. 

n 

Pour obtenir d'autres résultats , supposons 1 — x n = — -, 

• 4 x n 

ou x" = 7 ± t \/ ( 1 — on aura, danslecasde/»=ÿ = a, 

Jfl fl-l ^ 

la transformée ±2 ÏT f ^ ; et par rapport aux li- 

mites, il faut observer que x = o donne z = o , x n =7 
donne z = 1 ,etx = 1 donne * = o. D’où il suit que l’inté- 
grale doit être prise deux fois depuis z = o , jusqu’à* = 1 . 
Ainsi , comme on peut mettre x à la place de z , on aura 



[-f ]=*--/ 



✓ O-*"/ 



(■ï) 
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<> 6 ) 
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De là on tirera les valeurs successives de [-j-] , [-^-] , [-|-] , etc. 
sous une forme assez commode, et ers formules peuvent 
remplacer celles dont nous avons dit qu'Euler se sert pour 
exprimer toutes Ks valeurs de En effet, dans le ta- 

bleau de toutes ces valeurs, formé à la manière d’Euler, oa 

trouvera facilement que les formules ~ * j i » etc.' 

peuvent se déterminer par un égal nombre des formules * 
[|] , etc. Or, celles-ci sont maintenant réduites 4 
la forme la plus simple dont elles soient susceptibles. 

Remarquons que les équations (7) et (i 3 ) combinées, 
donnent 

x«-‘ d x x—‘~'dx _ 2 * cot . f s 

*") X/ \/(i — x") ".T,,.!,.,*’ 

Si n étoit pair , et qu’on eut p — ÿ = ;n, la même subs* 

n 

titution de 1 — x" = — , donneroit cette formule : 

A -* 




x* — » d x 
y/ ( 1 -ai ") 



_ü I**- 1 d x 
" J — x*y 



Et dans le même cas de n pair , on auroit directement, sans 
substitution , 



r « n dx 

Supposons maintenant 1 — x n — z" a: 1 ", ou x~ " = -j 
•+■ 7^(1 -+- z” ) , on trouvera , dans le cas de p -t- a q = n , 
cette nouvelle formule , 

Jlî r e—'dz 
L . J— a * * v/Cih-z")’ 
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qui doit être intégrée depuis z=o, jusqu’à z — oo, et qui 
suppose a < 7 n. Cette formule n'est pas moins simple 
que la formule (i 3 ), et elle peut servir au même usage ; 
car si on la combine avec l’équation (1 1) , on en tire, 




>4 

V cos. ‘~f 



z a ~'d z 
y/ ( 1 + z n ) 



D faut donc qu'on ait généralement , 

x‘‘—'dx „ . t *- 1 d z 

■* v/ ( 1 — *") C ° S “ ^ y/ ( * -+- ■*") * ‘ 



<»*1 



( *» 



la première intégrale étant prise depuis x=o, jusqu'à x = 1 , 
et lasecondedrpui3z=o jusqu’à z=co. J'observe, àl’égard 
de cette équation, que si «tst impair, et qu'on fassex== 1 — y 1 
dans le premier membre, et z=J * — 1 dans le second, l'un 
et l’autre se réduiront à la même formule ; savoir : 



( t — ?")•-' dy 

— ï—r-< — ï.î — s— ^c.] 

Cette intégrale, dans le premier membre, est prise depuis 
y = o jusqu’à = j, et dans le second , depuis^ = 1 jusqu’à 
y =00. Donc ces deux parties sont entr' elles ;; cos. * 1, 
Au reste, quel que soit n pair ou impair, la formule (19) 
venant de la formule (17) , suppose a < \n ; car, d’ailleurs 
si on avoit a = , ou> 7 n, le second membre deviendrait 
infini ; et pour que l'équation eût toujours lieu , il faudrait 
la mettre sous la forme 



/ 



x“ — * d x 
\/ (‘ — *”) 



cos. 




z*—' d z 
t/ (1 -Hz") 




n 




( 30 ) 



ce qu’on trouverait par la dernière substitution , en suppo- 
sant p h- 2 q — 2 n. De là résulte la manière d évaluer 
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l'intégrale du second membre ; car, au moyen des équations 
04 ) et (19), on trouve, a étant > 7 ». 



(*«)/ 



z n-a-\d t ^ 

y/ (1 -+-2") 



/ 



r^- 

V(» 



— ' d z 



-+-Z") 




4 « 



n(aa— n)sin.— ' 



(55). Lorsque « est impair, le nombre des transcendantes 
nécessaires pour déterminer toutes les formules [y] , ne 
sauroit se réduire au-dessous de ^ : lorsque n est pair , 

ce nombre peut se réduire à — ou — — • 

En effet, par la combinaison des équations (12) et (10), 
on trouve , 



( 11) 



[^]=2~ n COS.^l/V 2 ]-’ 

Or , la formule [ , qui est la même chose que [ 

ne présente de valeurs différentes qu’un nombre j ou ~ 
Cette dernière équation donne , en mettant 7 n a à 
la place de a, 

[^]= 2 ^ sin - * ; 



et ainsi on a directement 

• . c * r — a ~\ 

(»!> [ 4 ] = 2 » COt. — 

d'où l'on voit qu'il suffit d'avoir les valeurs de [ ~ ] » dan8 
les seuls cas où a ne surpasse pas 7 »• 
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31 fénioire sur les Transcendantes elliptiques. 97 
Si dans l’équatio n ( îa) on met 7 a — a à la place de a , on 

ftura 

z l . n — a — 'dz 

f J -z"T’ 

(équation qui d ailleurs se vérifie iminédiatcmenL rn mettant 
à la place de z , dans le premier membre : elle suppose 
toujours a < 7 n. De là et de l’équation ( 19) , on tirera celle 
autre égalité , qui u'est pas aussi ejadento. 

. x “— .* dx „ w *t« — fl — « dx 

S \/{i — x") COt ‘ » ■* \/ ( 1 X" ) 

Ces résultats généraux vont répandre un grand jour sur les 
exemples particuliers. ( Voyeztouvragecttcdliulcr, article 
59a et suivant). 

(60). Exemple 1 er . Si n = 3 , la seule transcendante re- 
quise est 

r-L1— o* f dx , — o 

et sa valeur , qu’on a déjà trouvée dans l'article 35 , est 



r^]= î ^ F ic=^Fii, 

L 3\/S t/a; 



le module c étant sin. 75° , ou b étant sin. i 5 °. 

Exemple II. Si n 4 , il sullit de la transcendante 

[t3=2-/7 

dont la valeur est F xc, c étant -dj ; ou sin. 45 *. 
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98 Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. 

Exemple III. Le cas de n = 5 offre les deux transcen- 
dantes 



[t] «' T T" 77^+77’ 

mais elles ne paroissent pas réductibles aux fonctions ellip- 
tiques. 

Exemple IV. Le ca£de n = 6 offre la seule transcen- 
dante . ™ 

[t] =*771^ = cos - 



La première forme , en faisant = î -+- z x , donnera pour 
résultat r-l= F î b , le module b étant sin. i5°.La 

L 1 J y/' 5 

seconde forme, en faisant ——y ’ — j ; donnerait pour ré. 
sultat [ L J = z 1 cos. —■ F i c , c étant sin. 75°. Ces deux ré- 
sultats devant revenir au même, il faut donc qu’on ait F t c== 
y/ 3 F i b , comme nous l’avons trouvé dans l’art. 36. La 
transcendante T L’J étant ainsi connue , on en peut déduire 
les deux dont Euler se sert pour déterminer toutes les autres ;• 
eues seront 




Exemple V. Le cas de n = 8 offre les lieux transcendante» 



[ . ] — 9 ‘ f v ~ a " cos ’ »'/ v/( . +Vj > 



rf I 



L S I 7 /• X il X J T y- 

V J ~ 2 / v^T— *') = 3 C0S - 7/ 



v/( > -t- *■/ 
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Mémoire sur les T ranscendantes cllmtùjues. 99 
La seconde, en mettant a: 1 à la place de x, devient 2 y 
et ainsi sa valeur est = 7 F 1 ( ~ ). Pour évaluer la 
formule J nous choisirons la seconde forme, et faisant 
1 -S-z'—p z * , ce qui donne z = 7 y/ (p -4-2) ±7 y/ ( p — 3 ) , 
nous aurons par la substitution 

N 

ds \dp {dp 

✓ l « +**) — a) V,(/> — a)-~VC/>' — a >" 



Ces deux parties doivent être intégrées deux fois , depuis 
P = 2 jusqu'à p = 00 , et comme dans chaque intervalle 
elles sont de signes contraires, il suffira de prendre le dou- 
ble de la plus grande partie et d'intégrer ^ ( - — , « " ) ♦ 

depuis p — z jusqq à p = ço. Soit /> = > + oa aura 
donc, 



/ 77 T¥ 7 Ï“/ 



< r + a — ✓ »)• V (?' ■+■ * H- V 1 ’ 



les limites de y étant 0 et 00. Faisons, pour abréger, 
m =t/ ( 2 -f-y/ 2) = 2 COS. y, q = m cot. (j>, C*=2 y/ 2 

— 2, et la transformée sera — -y -, — — — , dont l’inté., 
grale entre les limitej requises, est — F 1 c. -On peut re- 
marquer que le module c a pour complément b = y/ 2 — 1 , 
de sorte que la fonction elliptique qui se rencontre dans 
ce résultat, est celle que nous avons déjà considérée dans 
l’art. 37 , et qui a des propriétés particulières. On aura en 
conséquence 

[7] = ~pl F 1 c = y/, F 1 b (b= y/ 2— 1). 

Si on fait maintenant [y] = M , [y] = N , on déduira de 
ces valeurs connues , celles des trois transcendantes qui sont 

Na 






ioo Mémoire sur les Transcendantes elliptiques. 
nécessaires dans la méthode d'Euler pour former le tableau 
des valeurs de , et on aura 



n_— r 5 i- a m= — — m. 

LTJ- 3 cos.f *L»J cû8 _-.'L 3 J 



Exemple VI. Le cas de n = 10 dépend des deux seules 
transcendantes 



[fl [t 1— /y/ (i H— z!")' 



Car, suivant l'équation (22), ces deux valeurs suffisent 
pour déterminer toutes celles de Or, [y] ou , est 

aussi représenté par f ~ ^ ( f - * ■ * ■ ■■ ; , et en mettant z*à la place 
de z , dans cette valeur , ainsi que dans celle de [jl , les deux 
transcendantes dont il s’agit seront , 



r-jti *_ e *it— r 3 q— 1 r J * - 

L » J 1 ^ v'( l + î ‘)’ l 1 J 1 J y/(' + »*)* 



Elles sont îrs mêmes que dans le cas de»,= 5 . En général 
le cas de n == 4 m •+" 2 se ramonera toujours à celui de 
« = 2 m -H x. 

' Exemple Vil. Enfin nous examinerons le cas de n= 12 f 
comme donnant lieu à d. s réductions remarquables. Ce ca* 
dépend des trois formules 



[t]=/ 7 ô$ 7 T [l]=/ 7 T^.-.'[l]=/ 7 ïf^- 

La formule [ » ] ou £ ^ ] est aussi égale à f - ^ ( , et 

elle se réduit à ~ f ^ , eu mettant z à la place de z\ 

De même la formule [ | J , en mettant z à la place de z 5 , se 
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Mémoire sur les Transcendantes elliptiques, ou 
réduit à C ■ ; r d z —r . ; ces valeurs étant connues , on aura 
d'abord 



[ 4 ] =7/7 

[’].= t/ 7 T 



: _ 
C + f 1 ) 

• 

i + O 



-37— F 1 (c= sin. i5°) 
V a 7 

y F 1 (c = sin. 45°)- 



• j m 

Il reste à déterminer la formule f .77, r,- Pour cela soit 

1 H— z* = p z* , la différentielle à intégrer deviendra, 

■ h* p -J p s/ p 

ï/lp'—Sp) V<p' — î)- y/(p ' — 4 >" 

• • 

et on trouvera , comme ci-dessus , que tout se réduit à intégrer 
le double de la seconde partie, depuis p =s 2 jusqu’à p — CO. 
Soit p = q* , on aura donc 

/ * » r 1' J 1 

✓ ( > -+-*") J y/ (/ — 7'/+ *»)' 

Si on fait maintenant m* = 1 2 , et 4- m’= ÿ’y , ce qui 
donne 2q—\/ (y-î-zm) 4-\/ (/ — 2m), on aura pour 
transformée , 

r • J y i_ r zEs 

j y/ ijr+ 2 m). y/ {y— im‘— 7 ) ^ J y/I.J’ — 2 m). y/ Çjp — au , 1 — 7)’ 



dont les deux part ies doivent être intégrées depuis 24-1/3, 

ou^ 1 = a m’+ 7 , jusqu’à^ = 00. Soit 2 4- v/ 3 = «, 
•v-+-2W» = x*, la première partie deviendra 

r il f. . 

y v/ ( *’ — a m — n ). lm+-«) 



Enfin, soi ta: 1 : 



a m -f- n 

co%. ‘ Q 



et c 1 = " ~l m , oue=£lirO''l’, et la 

d f> 



-v/ï 



dernière transformée sera a ^ ~ / C> — > doi,t la 'a 
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